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Resumen

Se estudia una transición de fase sólido-sólido que sufre un ensamble de

cúmulos de 309 átomos de Sodio, tal como han sugerido ciertos experimen-

tos [1]. Se propone que esta transición consiste en el cambio estructural de

los cúmulos de una estructura icosaédrica a una nueva estructura propuesta

llamada ico-twisted [2].

La transición se describe por medio de las propiedades termodinámicas

del ensamble obtenidas de una aproximación armónica de los microestados de

cada cúmulo y con ayuda de DFT (Teoŕıa del Funcional de la Densidad). Ésta

también se describe a través de la dependencia del espectro fotoelectrónico

del ensamble con respecto a la temperatura, utilizando la relación entre el

espectro y las densidades de estados electrónicos de los cúmulos del ensamble.

Se encontró que la estructura propuesta no corresponde a la determinada

de forma experimental. Sin embargo, fue posible identificar el comporta-

miento de estas transiciones, aśı como la forma en la que las propiedades del

cúmulo en cierta estructura influyen a las propiedades del ensamble en la

transición estructural. Entre éstas se destaca el hecho de que las diferencias

de enerǵıas cohesivas influyen fuertemente a la temperatura de transición, y

que para esta transición se requiere que esta diferencia sea muy pequeña, lo

que puede generar conflicto con la presición de los cálculos numéricos.

Adicionalmente, este trabajo proporciona una metodoloǵıa para evaluar

la posibilidad de que una estructura candidata sea realmente la estructura

desconocida en una transición sólido-sólido. Además se hace un análisis de

los elementos f́ısicos y las aproximaciones detrás de las técnicas empleadas.
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inferior representan configuraciones nucleares. . . . . . . . . . 41

3.3. Logo de VASP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4. Ejemplo de transformación de la estructura icosaedro (magen-

ta) a la ico-twisted (verde). El hemisferio inferior respecto a

un eje se rota 36◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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separan con ĺıneas rojas punteadas la zona donde en el en-

samble existe una combinación de icosaedros e ico-twisted, de
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Planteamiento del Problema

La termodinámica de cúmulos, o clústeres, ha sido de gran interés en

los últimos años. Además de tener un campo de aplicación cada vez mayor,

los efectos de tamaño finito se reflejan en formas que aún no son del todo

comprendidas. Por ejemplo la forma en la que se aplican en estos sistemas

los conceptos de fase y transiciones de fase.

En un estudio de Haberland et al. sobre la fusión de cúmulos de Sodio,

se encontraron indicios de que podŕıa presentar una transición estructural a

temperaturas menores a la de fusión en cúmulos de 309 átomos [1]. Si bien, no

es extraña la presencia de fenómenos de pre-fusión en cúmulos, dif́ıcilmente

se presenta en este tamaño dado que posee una estructura de capa cerrada

[4].

Si bien hubieron algunos intentos de reproducir este fenómeno de mane-

ra numérica usando modelos de interacción semi-emṕıricos [5, 6], estos no

fueron suficientes para corroborar lo encontrado en el experimento. Reyes-

Nava et al tras hacer un estudio de la cohesión de varios isómeros de Na309,

encuentra un buen candidato a la estructura desconocida que nombraron ico-

twisted [2] por su parecido con el icosaedro a excepción de que parece tener

la parte inferior girada (Figura 1.1). Este trabajo tiene entonces el propósito
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Figura 1.1: Cúmulo Na309 en la estructura ico-twisted.

de valorar si esta nueva configuración corresponde con la del experimento,

además de proporcionar un mejor entendimiento sobre las caracteŕısticas de

esta transición.

1.2. Objetivos

Objetivo General

Describir la transición de fase estructural que experimentan los miembros

de un ensamble de cúmulos Na309 en equilibrio termodinámico.

Objetivos Espećıficos

1. Evaluar a la estructura ico-twisted como candidato a ser la estructura

real a la que se transforman los cúmulos.

2. Describir la transición mediante las propiedades termodinámicas del

ensamble.

3. Describir la transición mediante la dependencia respecto a la tempera-

tura del espectro fotoelectrónico del ensamble.
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1.3. Hipótesis

La estructura desconocida cuya existencia ha sido demostrada por el ex-

perimento sobre cúmulos Na309 es la ico-twisted.

1.4. Antecedentes

Este caṕıtulo está dividido en dos partes. En la primera se describen los

trabajos directamente relacionados con esta investigación, desde la observa-

ción experimental de la transición y los consecuentes trabajos que trataron

con ese fenómeno. En la segunda parte se describen brevemente reportes re-

lacionados con el estudio de transiciones de fase de cúmulos, con especial

atención en aquellos que abordan las transiciones sólido-sólido y que aporta-

ron ideas para la realización de este trabajo.

1.4.1. Oŕıgenes de la Investigación

Indicios Experimentales

Todo empezó con el trabajo del grupo de Schmidt et al. [1, 7, 8, 9, 10, 11]

Este grupo se encontraba trabajando en cúmulos de sodio desde una pers-

pectiva mayormente experimental, y estaban interesados en la fusión de éstos

[1, 7, 8, 9, 10, 11]. Fueron capaces de diseñar y construir un arreglo experi-

mental capaz de preparar un ensamble de cúmulos de tamaño preseleccionado

N y termalizado a una temperatura desada T . También de medir la distri-

bución de clústeres respecto de sus enerǵıas con alta precisión, con tal de

obtener su curva calórica. En sus trabajos se describe la diferencia entre la

fusión del bulto y la de los cúmulos aśı como observaciones de cómo el ta-

maño de los clústeres puede influenciar la fusión [10], incluso la presencia de

fenómenos como la capacidad caloŕıfica negativa [11].

Después publican el art́ıculo: Melting of Sodium Clusters: Where Do the

Magic Numbers Come from? [1]. Este trabajo profundiza el análisis de cómo
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el tamaño de los clústeres afecta las propiedades termodinámicas de su en-

samble. Por medio de calorimetŕıa se obtuvieron la diferencia de entroṕıa,

el calor latente y la temperatura de fusión de ensambles de clústeres de Na,

de tamaños entre 55 y 360 átomos (Figura 1.2). Además, para determinar

su estructura, se usó foto-espectrometŕıa de electrones complementada con

cálculos numéricos con base en DFT de la densidad de estado electrónicos.

Figura 1.2: Fusión de cúmulos de Sodio a diferentes tamaños. Se tiene la temperatura

de fusión (negro), calor latente de fusión por átomo (q, rojo), y el cambio de entroṕıa en

la fusión por átomo (∆S,morado) [1].

Se encontró que el calor latente y el cambio de entroṕıa asociados a la

fusión alcanzan picos en tamaños donde los cúmulos pueden adoptar formas

de alta simetria como el icosaedro, el cual se puede formar de forma perfecta

en los tamaños 55, 147 y 309 para este rango de tamaños. Estos picos se pre-

sentan con la excepción de los cúmulos de 309 átomos. Se encontró evidencia

de que estos cúmulos adoptan una nueva configuración antes de la fusión (que

ocurre a ∼ 230 K). Esto se ve reflejado primero en la ausencia de máximos

en el calor latente y en el cambio de entroṕıa de fusión en este tamaño de

cúmulo, cosa que se esperaba por la alta estabilidad de los cúmulos en la

estructura icosaedrica, que es la que tienen a bajas temperaturas.
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Adicionalmente reportaron un cambio en el espectro fotoelectrónico apro-

ximadamente 40 K antes de la fusión, lo que indica un cambio en la composi-

ción estructural de los cúmulos en el ensamble, sin embargo, se menciona que

esta transición no se ve reflejada ni en la curva calórica ni en la capacidad

caloŕıfica del ensamble.

Aproximaciones Teóricas

Los primeros en tratar este problema desde una perspectiva teórica fueron

el grupo de Noya et al. [5], que realizaron un estudio de la estabilización de

cúmulos a diversos tamaños usando una técnica de Templado en Paralelo con

Dinámica Molecular y el modelo de interacción de Gupta [12]. Pero fueron

incapaces de reproducir alguna transición a temperaturas menores que las de

fusión.

Posteriormente el grupo de Reyes-Nava et al., abordo este problema usan-

do nuevamente Dinámica Molecular y el modelo de interacción de Gupta,

pero esta vez usando el método del histograma múltiple para el muestreo de

los microestados [6]. De la simulación se encontró que el cúmulo tiene dos

configuraciones de alta estabilidad, siendo el de mayor estabilidad el icosae-

dro tal como muestran los experimentos. La otra, con menor cohesión, es

una variación del icosaedro a la que se denominó ico-hcp. Además las simu-

laciones muestran una transición sólido-sólido antes de la fusión entre ambas

estructuras a 198K, comparable a la que determina el experimento 190K.

Después, nuevamente Reyes-Nava et al., profundizan el estudio de los

cúmulos Na309 [2] pero ahora usando un modelo ab initio: Teoŕıa del Fun-

cional de la Densidad (DFT por sus siglas en inglés). Encontraron que la

estructura propuesta anteriormente (ico-hcp) no podŕıa ser la indicada por

el experimento, esto debido a que su cohesión resultaba ser mucho menor

que la de la estructura más estable (el icosaedro), por lo que no era posible

la transición estructural a una temperatura menor que la de fusión. Tras

analizar varios isómeros, se propuso un nuevo candidato a la estructura des-

conocida. Ésta se denominó ico-twisted, ver Figura 1.1. Además se calculó la
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densidad de estados electrónicos para la nueva estructura y para la de mayor

cohesión, datos que servirán para comparar con el espectro fotoelectrónico

obtenido del experimento.

1.4.2. Transiciones de Fase en Cúmulos

El tema de transiciones de fase en sistemas finitos, como cúmulos, es algo

que aún es parte de discuciones dado que las definiciones relacionadas a las

transiciones de fase están con frecuencia ligadas al ĺımite termodinámico.

Pero no hay duda que algunos cúmulos metálicos son capaces de presentar

comportamientos similares a sus contrapartes en el bulto en lo que respecta

a fases sólidas y ĺıquidas, aśı como en sus transiciones, e incluso son muy

dados a presentar cambios en sus fases sólidas.

A continuación se presentan varios estudios sobre transiciones de fase en

cúmulos desde una perspectiva teórica-computacional, con especial énfasis

en las técnicas empleadas, y en los resultados que ayudan a comprender la

naturaleza de estas transiciones. Estos se presentan con el nombre original

del art́ıculo y posteriormente se discute que aportan a la investigación.

Mechanisms of phase transitions in sodium clusters: From molecu-

lar to bulk behavior [4]

En este art́ıculo se presentan con bastante detalle los métodos para el

estudio numérico de la termodinámica de clústeres, aśı como qué parámetros

se usan para describir sus fases. Se comparan dos modelos de interacción,

un potencial de muchos cuerpos semi-emṕırico (espećıficamente el modelo

del átomo embebido con la aproximación del segundo momento), por otro

lado un modelo cuántico de enlace-fuerte. El muestreo de estados se hace

por Monte Carlo y éstos son compilados usando el método del histograma

múltiple.

Adicionalmente, este trabajo aporta ideas importantes para la compren-

sión de la fusión de cúmulos y su dependencia con el tamaño. Estudian cúmu-

los compuestos de 8 a 147 átomos, y encontraron que, cúmulos pequeños
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(compuestos por menos de ∼ 75 átomos) presentan transiciones pre-fusión

que se reflejan como picos en la capacidad caloŕıfica, y el resto de la termo-

dinámica está altamente influenciada por estos fenómenos, que se presentan

en menor instancia en cúmulos que pueden adoptar estructuras de capa ce-

rrada (como icosaedros de 13 o 55 átomos). Mientras que en cúmulos más

grandes (arriba de ∼ 93 átomos) tienen un comportamiento más cercano al

bulto, suavizado por los efectos de tamaño finito.

Structure Determination of Medium-Sized Sodium Clusters [13]

En este art́ıculo se muestra el estudio de cúmulos de sodio con tamaños

desde 39 a 350 átomos tanto de forma experimental, por medio de fotoespec-

troscoṕıa de electrones a baja temperatura, como teórica, usando DFT. Este

trabajo muestra la forma en la que se puede identificar la estructura que tie-

nen los cúmulos en las mediciones experimentales. Comparando el espectro

fotoelectrónico con la densidad de estados electrónicos del cúmulo estabili-

zado en alguna estructura de equilibrio. Aśı, se determina que los cúmulos

Na309 del ensamble termalizado a bajas temperaturas poseen estructura ico-

saédrica.

Vibrational Spectrum, Caloric Curve, Low-Temperature Heat Ca-

pacity, and Debye Temperature of Sodium Clusters: The Na139 Case

[14]

En este trabajo, el grupo de Garzón et al. usa al cúmulo Na139 como ejem-

plo de la implementación de técnicas teóricas para el análisis de la termo-

dinámica y la estabilidad de cúmulos. Usan DFT no solo como herramienta

para estabilizar los isómeros en los que el cúmulo es más estable, si no que

también lo usan para calcular la densidad de estados electrónicos y la den-

sidad de estados vibracionales. La densidad de estados electrónicos presenta

buena concordancia con el espectro fotoelectrónico medido experimentalmen-

te.

Las densidades de estados vibracionales de los isómeros, que no es más que
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el conjunto de frecuencias de los modos normales de vibración del cúmulo,

fueron usados para calcular la capacidad caloŕıfica del sistema. Estos cálculos

reproducen con bastante cercańıa las mediciones experimentales, lo que da

bastante confianza de las propiedades vibracionales de un cúmulo para el

cálculo de la termodinámica.

The size-temperature “phase diagram”for small Lennard-Jones clus-

ters [15]

Este es un estudio de las transiciones de fase que se presentan en cúmulos

Lennard-Jones, de tamaños desde 10 hasta 147 átomos. El art́ıculo se centra

en el estudio de la capacidad caloŕıfica de los ensambles de estos cúmulos

que se obtuvieron usando las técnicas de Dinámica Molecular y Templado

en Paralelo, con las interacciones dadas por el potencial de Lennard-Jones.

Si bien estos cúmulos no buscan representar sistemas reales concretos, el

comportamiento de estas curvas asemejan al de las capacidades caloŕıficas de

cúmulos metálicos.

Se lograron observar dos tipos de transiciones de fase: la transición de sóli-

do a ĺıquido debido a la fusión del núcleo del cúmulo, y la transición de sólido

a sólido que ocurre a temperaturas menores a la fusión y que encontraron se

presenta principalmente en las capas exteriores del cúmulo. Este último tipo

de transición sólo se observó en algunos tamaños, claramente excluyendo los

“números mágicos”(13, 55 y 147) donde los cúmulos adoptaron la forma de

icosaedros perfectos y muestran tanto una gran estabilidad, como altos picos

en la capacidad caloŕıfica.

Nonclassical Nucleation in a Solid-Solid Transition of Confined

Hard Spheres [16]

En este art́ıculo de Qi et al. se estudia la transición de fase sólido-sólido

que ocurre dentro de coloides bajo ciertas condiciones. El estudio se realizó

con una combinación de Dinámica Molecular y Monte Carlo. Qi y compañ́ıa

encontraron que durante la transición existe una fase ĺıquida intermedia. Si
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bien este sistema es un tanto diferente al de cúmulos en el que estamos

interesados, este tipo de estudios puede darnos una idea de los mecanismos

por los que ocurre la transición. Es más, los autores concluyen que las fases

ĺıquidas intermedias pueden presentarse en metales.
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Caṕıtulo 2

Elementos Fundamentales

2.1. Fases y Transiciones de Fase

El formalismo termodinámico está construido con base en consideraciones

macroscópicas. Por ello es natural que su aplicación a ensambles de cúmulos

requiera justificarse. En este apartado se resumirá el formalismo con el que

se describen los conceptos de fase y transiciones de fase de forma tradicional

en sistemas macroscópicos, y con base en eso se presentará una forma en la

que se pueden aplicar y entender estos conceptos en algunos sistemas finitos,

espećıficamente en ensambles de cúmulos metálicos.

2.1.1. En el Bulto

Definiciones de Fase

En f́ısica, el concepto de fase puede encontrarse con varias definiciones

que, si bien en la práctica suelen coincidir, la diferencia entre los principios en

los que se basan pueden dar lugar a incongruencias. Como se verá cuando se

aborden sistemas finitos. En una primera definición, una fase es un conjunto

de estados de un sistema en los cuales posee tanto una composición qúımi-

ca como propiedades f́ısicas relativamente uniformes y que se encuentra en

equilibrio termodinámico. Esta definición de caracter cualitativo carece de
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formalismo. A continuación se construye una definición formal pero que se

limita a sistemas macroscópicos:

Considere un sistema Ω de volumen V (Ω) que está descrito por el Hamil-

toniano HΩ, que podemos escribir como

HΩ = −kBT
∑
n

KnΘn, (2.1)

donde kB es la constante de Boltzmann, Kn son las constantes de acopla-

miento o parámetros del sistema y las Θn son funciones de los grados de

libertad dinámicos. Las constantes de acoplamiento son parámetros externos

tales como la temperatura, campos, etc. que determinan el estado del sis-

tema. La función de partición Z que está determinada por un conjunto de

parámetros de acoplamiento {Kn} está dada por

Z[{Kn}] ≡ Tr e−βHΩ , (2.2)

donde β ≡ 1/kBT . Entonces definimos la enerǵıa libre como

FΩ[{Kn}] = −kBT logZΩ. (2.3)

Esta función nos da información de la termodinámica del sistema a través

de sus derivadas ∂FΩ/∂Kn, ∂
2FΩ/∂Kn∂Km, . . . sin embargo, mientras Ω sea

finito no tendremos información sobre transiciones de fase.

Podemos expresar la enerǵıa libre como

FΩ = V (Ω)f, (2.4)

donde f es la densidad de enerǵıa libre y podemos definirla como

f [K] ≡ ĺım
V (Ω)→∞

FΩ[K]

V (Ω)
, (2.5)

o en un sistema definido en una red con N(Ω) sitios de red se expresa como

f [K] ≡ ĺım
N(Ω)→∞

FΩ[K]

N(Ω)
, (2.6)
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cuando el ĺımite existe y es independiente de Ω. El ĺımite en las ecuaciones

anteriores se conoce como ĺımite termodinámico, y en ocasiones se impone

la constricción de que el ĺımite de V (Ω) → ∞ y N(Ω) → ∞ sean tomados

simultáneamente de tal manera que N(Ω)/V (Ω) permanezca constante.

Es precisamente al aplicar el ĺımite termodinámico en la enerǵıa libre

que surgen divergencias, que son las que dan origen a las transiciones de

fase. También cabe mencionar que f [K] es siempre continua, son sus fluc-

tuaciones las que presentan discontinuidades y al mismo tiempo nos dan la

termodinámica del sistema.

Entonces, llamamos fase al lugar geométrico en el espacio de las K en

donde f [K] es anaĺıtico, por otro lado llamamos fronteras de fase a las zonas

donde f [K] no es anaĺıtica. Es conveniente introducir el concepto de codimen-

sión C, esta se refiere a la dimensión del espacio D menos la dimensionalidad

asociada a un lugar geométrico DS

C ≡ D −DS (2.7)

Tipos de Transiciones de Fase

Un buen ejemplo se puede ver en el diagrama de fase de un fluido como el

agua (Figura 2.1), donde se pueden distinguir las distintas fases que tienen

codimensión cero, que están separadas por ĺıneas que representan las fronteras

de fase, al ser ĺıneas se les asocia la dimensión uno, al encontrarse en un

espacio de dos dimensiones, estas tienen codimensión uno. Cabe destacar

que las que llamamos fronteras de fase siempre son de codimensión uno.

Entonces podemos entender como transiciones de fase al proceso en el

que se atraviesa una frontera de fase. Éste puede ser clasificada en dos clases

dependiendo de la frontera de fase:

Transiciones de fase de primer orden: en donde una o más ∂f/∂Ki

son discontinuas en la frontera de fase.

Transiciones de fase continuas: en donde todas las ∂f/∂Ki son
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Figura 2.1: Diagrama de fases del agua.

cont́ınuas en la frontera de fase, por lo tanto la discontinuidad se pre-

sentará en derivadas de mayor orden.

Una caracteŕıstica de las transiciones es cómo se comportan las diferentes

propiedades del sistema alrededor de la temperatura cŕıtica TC , temperatura

donde se presenta la transición de fase. Usando la temperatura relativa t

t =
T − TC
TC

, (2.8)

tenemos que propiedades como la capacidad caloŕıfica C se comporta como

una ley de potencias cerca del punto cŕıtico:

C ∝ t−α. (2.9)

De la misma manera otras propiedades como la longitud de correlación,

susceptibilidad entre otras, presentan este comportamiento con otros expo-

nentes (referidos con letras griegas α, β, γ, δ, η, ν). Estos exponentes son lla-

mados exponentes cŕıticos y no son independientes, se encuentran relaciona-

dos por leyes de escalamiento

νd = 2− α = 2β + γ (2.10)

2− η =
γ

ν
= d

δ − 1

δ + 1
. (2.11)
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Se dice que si dos o más sistemas tienen los mismos exponentes cŕıticos,

estos pertenecen a la misma clase de universalidad.

2.1.2. En Sistemas Finitos

Ensamble de Sistemas Finitos

La forma en la que se estudia la termodinámica de sistemas finitos no es

describiendo las propiedades termodinámicas de un solo sistema, más bien

se describen las propiedades de un conjunto de sistemas idénticos al que

llamamos ensamble, que es precisamente el objeto con el que se trabaja ex-

perimentalmente. En este caso el ĺımite termodinámico se logra cuando los

miembros del ensamble se considera infinito.

Es importante para que el ensamble sea capaz de proporcionarnos las

caracteŕısticas de un solo objeto. Es decir, que los miembros del ensamble no

interaccionen directamente entre śı, modificando sus propiedades intŕınsecas.

La termodinámica surge de la estad́ıstica de los microestados de los miembros

del ensamble, siendo éstos últimos idénticos entre śı. El tipo de ensamble está

definido por uno de los parámetros de control del ensamble. En el ensamble

canónico la temperatura es un parámetro de control, mientras que en el

microcanónico lo es la enerǵıa.

“Fases” en Cúmulos

Si tomamos la primera definición que describimos de fase, en base a su

equilibrio y a la uniformidad de sus propiedades f́ısicas, es posible observar-

las en ensambles de cúmulos, e incluso se pueden identificar fases sólidas y

ĺıquidas con base en la naturaleza del movimiento de los átomos de todos

los miembros del ensamble. Tal y como son identificadas en sus contrapartes

macroscópicas.

Aśı, una fase sólida del ensamble está caracterizada por el hecho de que

el movimiento atómico en cualquiera de sus miembros posee una naturale-

za oscilatoria. Es decir, los átomos de cada cúmulo oscilan en torno a sus
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posiciones de equilibrio. Las cuales constituyen una estructura de equilibrio

mecánico. Ésta corresponde a una fase sólida del ensamble. Por otra parte,

la fase ĺıquida del ensamble está caracterizada por el hecho de que el movi-

miento atómico en cada cúmulo posee un carácter difusivo. Es decir, cada

átomo de cualquiera de sus cúmulos se mueve través de todo el volumen de

él.

Un forma de identificar la fase ĺıquida de un cúmulo es mediante el criterio

de Lindemann con base en las fluctuaciones de las distancias internucleares.

Criterio que también se usa para el bulto. Éste dice que la fusión debeŕıa em-

pezar cuando la media cuadrática de la amplitud de las vibraciones atómicas

superen el 10 % de la distancia de primeros vecinos del cúmulo [17]. Además,

las fases sólidas en cúmulos pueden aportar nueva información sobre el ma-

terial ya que suelen presentarse en estructuras que no se encuentran en el

material en bulto.

Retomando brevemente la defición formal que dimos de fase, ésta queda

definida en función de sus ĺımites. Los cuales se presentan como discontinui-

dades en el espacio de parámetros, y por lo general las transiciones ocurren

en un punto. Este no es el caso para un ensamble de cúmulos. El experimento

evidenćıa que sus transiciones ocurren sobre una región finita del espacio de

parámetros (temperatura y presión).

Por lo tanto, no es posible usar todo el formalismo con el que se describen

las fases en el bulto. También cabe mencionar que estudios han mostrado que

tanto el punto de fusión como el calor lantente (diferencia de enerǵıa entre

la fase ĺıquida y la sólida) se ven reducidos en el ensamble de cúmulos [7].

A pesar de eso, las similitudes entre lo que llamamos fases en ambos tipos

de sistemas son suficientes para que valga la pena usar el mismo vocabulario

siempre que se tengan en cuenta la diferencias entre cómo se definen en un

sistema y en otro.
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2.2. Experimentos con Ensambles de Cúmu-

los de Sodio

En esta sección se describirán los experimentos realizados por el grupo

de Schmidt et al., por los cuales lograron medir tanto las propiedades termo-

dinámicas como electrónicas del ensamble de cúmulos de sodio. Esto con el

fin de comprender mejor los fenómenos por los que pasa el sistema, y a la vez

poder conectar mejor las herramientas teóricas que usaremos con el objeto

f́ısico que queremos estudiar.

2.2.1. Experimentos Calorimétricos

Comunmente los experimentos en cúmulos libres se han hecho con cúmu-

los cargados de sodio, debido a varias razones: 1) Dado que se quiere trabajar

con cúmulos con un número de átomos espećıfico (que a la vez tienen una

masa conocida) se necesita usar un espectrómetro de masas, lo que forza a

usar iones. 2) Para elementos no metálicos, puede haber una gran diferencia

entre la estructura electrónica y geométrica de cúmulos neutrales y cúmulos

cargados positivamente. Debido a la naturaleza deslocalizada de los enlaces

qúımicos, este no es el caso en metales. 3) De todos los metales disponibles,

Sodio es el más fácil de tratar teóricamente, aśı como es la mejor realización

del modelo de gas de electrones casi libres.

El método de calorimetŕıa de cúmulos consiste en dos etapas. Primero

se prepara un ensamble de cúmulos en un estado de equilibrio termodinámi-

co controlando completamente el tamaño de sus miembros y la temperatura

de él. Enseguida, se determina la distribución de cúmulos respecto de sus

enerǵıas. El ensamble se prepara en varios estados de equilibrio termodinámi-

co, aplicando el método una vez por cada estado. Por cada uno de ellos se

determina la enerǵıa promedio de los cúmulos del ensamble. Aśı, por cada

estado en que se preparó el ensamble se obtiene un punto de su curva calórica

(T , 〈E〉).
Cada una de las dos etapas está constituida por fenómenos f́ısicos de
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naturaleza diversa [8]:

Etapa 1: Preparación de cúmulos a un tamaño y temperatura espećıficos.

Se producen cúmulos iónicos en una celda de agregación de gases y se

termalizan en un baño térmico (Fugura 2.2). Este es un gas de helio a alre-

dedor 70 Pa y temperatura variable T . Aqúı, los cúmulos tienen suficientes

colisiones para ser termalizados.

Los cúmulos dejan el baño para llevarlos a alto vaćıo y son transferidos a

un espectrómetro de masas del tipo time of flight, donde se seleccionan los

cúmulos de un tamaño particular.

Figura 2.2: Fuente de agregación de gas para producir cúmulos iónicos termalizados. Se

evapora sodio desde un contenedor pequeño e inclinado hacia una corriente de gas de helio

fŕıo. La formación de cúmulos se detiene efectivamente después del diafragma D1, debido

a la baja densidad de átomos de sodio ah́ı. El gas de helio transporta a los cúmulos desde

la zona fuente (izquierda) y a través de la zona de termalización. Ah́ı tienen de 105 a

106 colisiones con átomos de He, cuya temperatura T puede ser ajustada. Los cúmulos

adquieren una distribución canónica de enerǵıa a la temperatura T .

Se considera que el ensamble tiene el tiempo suficiente para alcanzar el

equilibrio termodinámico, y que la presión del baño térmico es lo sificiente-

mente pequeña para considerarse despreciable y que no se consideren efectos

de volumen. En otras palabras el ensamble solo intercambia enerǵıa con el

baño térmico de forma térmica y conserva sus propiedades al pasar al va-
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cio. También se considera que una vez fuera de la cámara de agregación los

cúmulos solamente interactúan con el baño térmico y no entre śı, por lo tanto

se puede analizar a los cúmulos de ciertos tamaños por separado.

Etapa 2: Determinación de la enerǵıa promedio de los cúmulos.

Habiendo preparado el ensamble a una temperatura espećıfica, los cúmu-

los se irradian con fotones, y pasan a un segundo espectrómetro de masas

para luego medir la distribución de masa de los fragmentos, el análisis de ese

espectro resulta en la determinación de la distribución de cúmulos respecto

de su enerǵıas. De ésta última, se determina la enerǵıa promedio 〈E〉 de los

cúmulos. Un esquema del proceso completo se ve en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema del experimento. Se producen cúmulos iónicos para después ser

termalizados en un baño térmico de temperatura T . Se selecciona un tamaño de cúmulo

a través de un primer espectrómetro de masas tipo time of flight (TOF1). Los cúmulos

seleccionados absorben múltiples fotones de un pulso láser, y la distribución de los frag-

mentos cargados es medida por TOF2.

Para profundizar el análisis termodinámico, particularmente para la fu-

sión del cúmulo, también se hace uso de una relación propia de los sistemas

macroscópicos [1]. Se espera que los cúmulos del ensamble se fundan cuando

la enerǵıa libre del ensamble (U − TS) sea la misma tanto en la fase sólida

como en la ĺıquida, donde U y S son la enerǵıa promedio por cúmulo y la

entroṕıa del ensamble respectivamente. Esto lo expresamos como

US − TSLSS = UL − TSLSL, (2.12)

lo que nos lleva a

TSL =
UL − US
SL − SL

=
∆U

∆S
=

q

∆s
, (2.13)

26



donde q = ∆U/N es el cambio de enerǵıa debido a la transición o calor

latente, y ∆s = ∆S/N es el cambio de entroṕıa debido a la transición, en

este caso N se tomaŕıa como el número total de átomos que constituyen a

cada cúmulo del ensamble.

2.2.2. Experimentos Fotoelectrónicos

Adicional a la observación del comportamiento termodinámico de los

cúmulos, se deseaba observar la forma de estos. Ya que, debido a su ta-

maño finito, se espera que la estructura geométrica de los cúmulos tenga

gran influencia en su fusión. Si bien en estos experimentos no se lograron

observar directamente las estructuras de los cúmulos, fue posible deducirla

mediante una combinación de mediciones fotoelectrónicas y simulaciones del

comportamiento electrónico de los cúmulos.

El experimento tiene casi la misma configuración que el descrito en la

sección anterior. Difiere en que, después de seleccionar a los cúmulos por

su tamaño (despues de pasar por el espectrómetro TOF1), se les lleva a un

espectrómetro fotoelectrónico donde los cúmulos son irradiados por un láser

liberando algunos de sus electrones. Por último se determina la distribución

de electrones respecto de su enerǵıa de enlace. A esto le llamamos el espectro

fotoelectrónico del ensamble de cúmulos [1].

Adicionalmente, usando simulaciones ab initio (espećıficamente DFT) se

calculó la densidad de estados electrónica de cúmulos de sodio con diferen-

tes tamaños, y en algunos casos, con diferentes configuraciones de equilibrio

mecánico. Esta información nos dice cómo están distribuidos los electrones

en el cúmulo respecto a su enerǵıa de enlace, esta distribución está altamente

influenciada por la estructura atómica del cúmulo.

Ahora hacemos la pregunta ¿cómo podemos comparar el espectro foto-

electrónico con la densidad de estados electrónicos si el primero recopila la

información de todos los electrones del ensamble mientras que el segundo

muestra solo la de un solo cúmulo? La respuesta a eso está en la condición

en la que se encuentran los cúmulos dentro del ensamble en el experimento:
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estos están en el vaćıo tan separados entre śı que es una buena aproximación

considerarlos libres, además están tan separados que no hay problema con

asumir que no hay interferencia entre los electrones al ser emitidos. Por lo

tanto si todos los cúmulos del ensamble presentan la misma estructura, el

espectro fotoelectrónico del ensamble tendrá la misma forma que la densidad

de estados electrónicos de un único miembro de él [13].

De esta forma se puede determinar la estructura en la que se encuentran

los cúmulos en los ensambles al comparar con los resultados de las simula-

ciones del cúmulo en cierta configuración. Claro, esto no funcionará si dentro

del ensamble los cúmulos son capaces de presentar múltiples configuracio-

nes ya que el espectro fotoelectrónico se mostraŕıa como la superposición de

las densidades de estados electrónicos de las diferentes configuraciones. Pero

aún en esos casos, si hay una configuración dominante, aún podŕıa ser posible

identificarla. Los casos en los que no es posible identificar la estructura de los

cúmulos puede ser por lo que se acaba de mencionar o por que los modelos

teóricos no han sido capaces de reproducir esa estructura.

2.3. Termodinámica de un Ensamble de Cúmu-

los

A continuación se presentará con detalle la teoŕıa detrás del método pro-

puesto por Bixon y Jortner [3] para el ćalculo de la termodinámica de cúmulos

finitos. Este método hace una aproximación armónica para describir la inter-

acción atómica. Funciona bajo la consideración de que se conocen todas las

configuraciones de equilibrio del cúmulo, y por lo tanto su aplicación a las

transiciones estructurales es muy simple.

2.3.1. Construcción de la Función de Partición

El sistema en el que estamos interesados es un ensamble canónico de

cúmulos idénticos compuestos de N átomos cada uno. Con el fin de calcular
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las propiedades termodinámicas de este ensamble es necesario describirlo

mediante su correspondiente función de partición Z:

Z =
∑
s

e−βεs , (2.14)

donde εs es la enerǵıa del microestado s, β = 1/kBT , y kB es la constante

de Boltzmann. Sin embargo, obtener la función de partición de este siste-

ma de forma directa presenta varias dificultades. Afortunadamente se puede

construir esta función a través de la densidad de estados de su ensamble

microcanónico correspondiente.

Si tomamos a un solo cúmulo y consideramos que su enerǵıa traslacional y

rotacional es despreciable, y sólo tomamos en cuenta sus vibraciones, encon-

traremos que su enerǵıa como función de sus microestados H(xi, pi) tendrá

la forma de un paraboloide de dimensión 2n+1. Siendo 2n la dimensión de

su espacio fase (Figura 2.4), que estará determinado por

H =
n∑
i=1

(
p2
i

2m
+

1

2
mω2

i x
2
i

)
, (2.15)

donde ahora llamamos n a los 3N − 6 grados de libertad vibracionales. Si

hacemos un corte a una enerǵıa E ′ se formaré una elipse, que en realidad es

un elipsoide de dimensión 2n. La ecuación de esa elipsoide es:

n∑
i=1

(
p2
i

a2
+
x2
i

b2
i

)
, (2.16)

donde a2 = 2mE ′, y b2
i = 2E ′/mω2

i . El volumen de ese elipsoide V2n repre-

senta el número de todos los microestados que puede poseer el cúmulo con

una enerǵıa igual o menor que E ′, y se calcula con base en los semiejes a y

bi de la siguiente forma [18].

V2n = πn

Γ(n+1)

∏n
i=1 abi

V2n =
2nπn

hnΓ(n+ 1)
E ′n

n∏
i=1

ω−1
i . (2.17)
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Figura 2.4: Hiper-superficie de enerǵıa de un sistema de part́ıculas vibrantes bajo una

estructura de equilibrio. Cada punto del plano inferior representa un conjunto de posiciones

{x} y momentos {p}.

Se introduce el factor hn debido al producto de los elementos diferenciales

dxidpi que se encuentran impĺıcitos en el volumen. Entonces la densidad de

estados Ω(E) representa la superficie de este paraboloide, que está determi-

nada por la derivada con respecto a la enerǵıa de Vn, entonces:

Ω(E) =
d

dE ′

∣∣∣
E
Vn =

2nπn

hnΓ(n)
En−1

n∏
i=1

ω−1
i . (2.18)

Ahora consideraremos que el cúmulo tiene la capacidad de estar en dos

configuraciones de equilibrio cuyos estados de menor enerǵıa estarán separa-

dos por una diferencia de enerǵıa ∆, es decir ∆ = E1
min−E0

min. Entonces nos

encontraremos con dos paraboloides en el espacio fase (Figura 2.5). La for-

ma de estos paraboloides estará determinado por su conjunto de frecuencias:

{ω0
i } asociadas a la estructura de mayor cohesión y {ω1

i } que corresponden

a la otra estructura.

Entonces la densidad de estados de este cúmulo a una enerǵıa E corres-

ponderá a la suma de los peŕımetros de las dos elipses que se forman al cortar
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Figura 2.5: Hiper-superficie de enerǵıa de un sistema de part́ıculas vibrantes que se

pueden encontrar en dos posibles estructuras de equilibrio. Los mı́nimos de enerǵıa corres-

pondientes a cada configuración están separados por una enerǵıa ∆. Se hace un corte a la

enerǵıa E′, la suma de los puntos de las dos elipses formadas por ese corte representa el

número de microestados que tienen esa enerǵıa.

los dos elipsoides a la enerǵıa E

Ω(E) =
2nπn

hnΓ(n)

(
En−1

n∏
i=1

(ω0
i )
−1 +Rθ(E)(E −∆)n−1

n∏
i=1

(ωi)
−1

)
, (2.19)

donde θ(E) es la función paso y R es la multiplicidad relativa, que representa

las diferentes formas en la que el cúmulo puede transformarse de la estructura

de mayor cohesión a la otra. Esto puede interpretarse como que, desde la

perspectiva del mı́nimo de menor enerǵıa en la hipersuperficie de enerǵıa,

hay múltiples mı́nimos de mayor enerǵıa, aún cuando son efectivamente la

misma estructura.

Una vez conocida la densidad de estados microcanónica, la función de

partición canónica se obtiene como la transformada de Laplace de la densidad

de estados
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Z(β) = L{Ω(E)}(β) =

∫ ∞
0

e−βEΩ(E)dE, (2.20)

Z(β) =
2nπn

hnβn

(
n∏
i=1

(ω0
i )
−1 +Re−β∆

n∏
i=1

(ωi)
−1

)
, (2.21)

que podemos expresar como

Z(β) = Bβ−N [1 + Ae−β∆], (2.22)

donde

B =

(
2π

h

) n∏
i=1

(ω0
i )
−1, (2.23)

y

A = R
n∏
i=1

(ω0
i /ωi). (2.24)

2.3.2. Propiedades Termodinámicas

Teniendo Z, se puede calcular el resto de las propiedades termodinámicas

del ensamble empezando con la enerǵıa interna

U(β) = −∂ lnZ

∂β
=
N

β
+

∆Ae−β∆

1 + Ae−β∆
. (2.25)

Si expresamos la función anterior usando las variables reducidas x = β∆

y y = U/∆, obtenemos

y =
N

x
+

Ae−x

1 + Ae−x
, (2.26)

cuyo comportamiento es independiente al valor de ∆. El análisis realizado

por Bixon y Jortner demuestra que los parámetros que influyen más en el

comportamiento de la curva calórica son N y A (Figura 2.6) mientras que ∆

principalmente escala las curvas.
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Figura 2.6: Ejemplos de curvas calóricas para la enerǵıa reducida E/δ usando múltiples

valores de N y A [3].

2.4. Introducción a DFT

Teoŕıa del Funcional de la Densidad (o DFT por sus siglas en inglés) es

un método para el modelado computacional de sistemas de muchos cuerpos,

particularmente usado para el estudio de la estructura electrónica de molécu-

las. A continuación se describe de forma breve los principios sobre los que

está basado y sus más importantes consideraciones.

Partimos de la ecuación de Schrödinger no relativista e independiente del

tiempo de un sistema de N electrones y M núcleos

ĤΨ(~x1, . . . , ~xN , ~R1, . . . , ~RM) = EΨ(~x1, . . . , ~xN , ~R1, . . . , ~RM), (2.27)

donde Ψ es la función de onda del sistema, ~xi representa la posición y el esṕın

del i-ésimo electrón y ~Rj es la posición del j-ésimo núcleo. Ĥ es el operador

Hamiltoniano del sistema que puede ser representado como:

Ĥ = −1
2

∑N
i=1∇2

i − 1
2

∑M
A=1

1
MA
∇2
A +

∑N
i=1

∑N
j>i

1
rij

−
∑N

i=1

∑M
A=1

ZA

riA
+
∑M

A=1

∑M
B>A

ZAZB

RAB
,

(2.28)
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uniendo los primeros términos y conservando el orden del resto lo podemos

representar como:

Ĥ = T̂ + V̂ee + V̂en + V̂nn, (2.29)

aqúı T̂ representa la enerǵıa cinética mientras que V̂ee, V̂en, y V̂nn representan

las interacciones electrón-electrón, electrón-núcleo, y núcleo-núcleo, respec-

tivamente.

Para simplificar el problema usamos la aproximación de Born-Oppenheimer.

Con ella se aprovecha la gran diferencia entre las masas de los núcleos com-

parada con la de los electrones, que se refleja en que los núcleos se mueven

muy lentos en comparación a los electrones. Aśı, es posible considerar que

los electrones se mueven un campo de núcleos estáticos. Por lo tanto solo

se consideran las contribuciones de los electrones a la enerǵıa cinética, y la

interacción entre núcleos como constante.

De esta forma podemos reducir el Hamiltoniano a uno solo de los electro-

nes

Ĥelec = T̂elec + V̂ee + V̂en, (2.30)

y reducimos el problema a resolver la ecuación:

ĤelecΨelec(~x1, . . . , ~xN) = EelecΨelec(~x1, . . . , ~xN), (2.31)

donde Ψelec es la función de onda electrónica que depende sólo de los electro-

nes las posiciones de los núcleos quedan como parámetros, y por practicidad

nos referiremos a ella solo como Ψ y al operador Hamiltoniano electrónico

como Ĥ. Entonces la enerǵıa total la encontramos como:

Etot = Eelec + Enuc. (2.32)
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2.4.1. Principio Variacional

El principio variacional nos dice que la enerǵıa obtenida del valor esperado

de Ĥ para cualquier función de onda de prueba Ψprueba será mayor que la

enerǵıa del estado base:

〈Ψprueba|Ĥ|Ψprueba〉 = Eprueba ≥ E0 = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉. (2.33)

Entonces la enerǵıa del estado base E0 puede obtenerse de minimizar el

funcional E[Ψ], lo que también nos daŕıa la función de onda del estado base

Ψ0:

E0 = mı́nE[Ψ] = mı́n〈Ψ|T̂ + V̂en + V̂ee|Ψ〉. (2.34)

Habiendo definido un sistema de N electrones y un potencial nuclear

externo Vext (que está completamente determinado por los parámetros de

V̂nn y V̂en), en principio se puede determinar su E0 y Ψ0. Se dice que la

enerǵıa del estado base es un funcional de N y de Vext:

E0 = E[N, Vext]. (2.35)

2.4.2. Densidad de Electrones

La aproximación fundamental que hace DFT, y la que le da origen a su

nombre, es la de, en lugar de expresar la función de onda electrónica como

función de las posiciones y espines de los electrones, expresarla como un

funcional de la densidad de electrones ρ(~x1, . . . , ~xN), oρ(~r), que está dada

por

ρ(~r) = N

∫
· · ·
∫
|Ψ(~x1, . . . , ~xN)|2ds1d~x2 . . . d~xN , (2.36)

donde ρ(~r) determina la probabilidad de encontrar cualquiera de los N elec-

trones dentro del elemento de volumen d~r1 con un esṕın arbitrario mientras

que los otros N − 1 electrones tienen posiciones y espines arbitrarios repre-

sentados por Ψ [19].
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2.4.3. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Los dos teoremas enunciados por Hohenberg y Kohn establecen la base

teórica de DFT y en particular justifican el uso de la densidad de electrones

como cantidad fundamental. El primer teorema dice

“El potencial externo Vext(~r) es (hasta una constante) un funcional único

de ρ(~r); y desde que Vext(~r) fija a Ĥ, vemos que el estado base completo del

sistema es un funcional de ρ(~r).”

Lo que nos dice que con saber la densidad de electrones determina to-

das las propiedades del estado base. Como la enerǵıa es un funcional de la

densidad de electrones, también deben serlo sus componentes,

E[ρ] = T [ρ] + Eee[ρ] + Een[ρ], (2.37)

ahora si separamos los términos cuya forma depende del sistema, como Een =∫
ρ(~r)Vext(~r)d~r, de los que no, la enerǵıa nos queda:

E[ρ] =

∫
ρ(~r)Vext(~r)d~r + FHK [ρ], (2.38)

donde FHK [ρ] es el funcional de Hohenberg-Kohn,

FHK [ρ] = T [ρ] + Eee[ρ] = 〈Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ〉. (2.39)

Hay que notar que este funcional es independiente del sistema. Y aunque

se desconoce por completo la forma de la enerǵıa cinética, es posible separar

la enerǵıa de la interacción electrón-electrón en su parte clásica J [ρ] y su

parte no clásica Encla[ρ]:

Eee[ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)

r12

d~r1d~r2 + Encla[ρ] = J [ρ] + Encla[ρ]. (2.40)

El segundo teorema no es otro más que el principio variacional [20]:

“FHK [ρ], el funcional que proporciona la enerǵıa de estado base del siste-

ma, proporciona la menor enerǵıa śı, y sólo si la densidad de electrones que

se introdujo es la verdadera densidad del estado base, ρ0.”
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Ésto puede ser expresado como:

E0 ≤ E[ρ̃] = T [ρ̃] + Een[ρ̃] + Eee[ρ̃]. (2.41)

2.4.4. Ecuaciones de Kohn-Sham

Encontramos que ahora nuestro problema se reduce básicamente a encon-

trar FHK [ρ],

FHK [ρ] = T [ρ] + J [ρ] + Encla[ρ], (2.42)

en donde solo J [ρ] es conocida. La estrategia propuesta por Kohn y Sham

es la de calcular primero la enerǵıa cinética de un sistema de referencia que

tiene la misma densidad de electrones, pero sus componentes no interactúan

entre śı:

ρS(~r) =
N∑
i

∑
s

|ϕi(~r, s)|2 = ρ0(~r), (2.43)

la enerǵıa cinética del sistema de referencia entonces seŕıa:

TS = −1

2

N∑
i

〈ϕi|∇2|ϕi〉. (2.44)

Expresando el funcional en términos de TS:

FHK [ρ] = TS[ρ] + J [ρ] + EXC [ρ], (2.45)

donde EXC es la llamada enerǵıa de intercambio y correlación, que básica-

mente contiene toda la información desconocida del sistema, se define por la

ecuación:

EXC [ρ] ≡ (T [ρ]− TS[ρ]) + (Eee[ρ]− J [ρ]) = TC [ρ] + Encla[ρ], (2.46)
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donde TC es el residuo de la verdadera enerǵıa cinética que no cubre TS.

Entonces, el siguiente paso es encontrar el conjunto de {ϕi} que minimice la

siguiente expresión:

E[ρ] = TS[ρ] + J [ρ] + EXC [ρ] + Een[ρ]. (2.47)

El resultado son las ecuaciones de Kohn-Sham [21]:(
−1

2
∇2 + Veff (~r1)

)
ϕi = εiϕi, (2.48)

en donde:

Veff (~r1) =

∫
ρ(~r2)

r12

d~r2 + VXC(~r1)−
M∑
A

ZA
r1,A

. (2.49)

VXC es el potencial de intercambio y correlación que se define como la

derivada funcional de EXC con respecto a ρ (VXC = δEXC/δρ). Entonces si

fuéramos capaces de conocer VXC y por lo tanto EXC , podŕıamos conocer la

enerǵıa exacta del sistema. Por lo tanto el cálculo que se realice con DFT

será más preciso entre mejor sea el modelo de VXC .
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

Tal como se marcó en los objetivos, en este trabajo se busca describir

una transición estructural que sufre un ensamble de cúmulos atómicos que

se encuentra en equilibrio termodinámico. También se propone poder identi-

ficar los cambios en el espectro fotoelectrónico provocados por la transición.

Para poder realizar ambas tareas, primero es necesario describir la termo-

dinámica del sistema de cúmulos. Para eso usaremos un modelo simple de la

termodinámica del ensamble propuesto por Bixon y Jortner [3]. Éste se basa

en la descripción armónica de la estabilidad mecánica de los cúmulos que lo

conforman. Únicamente requiere de dos propiedades del cúmulo en equilibrio

mecánico: su enerǵıa cohesiva y su espectro de frecuencias de vibración.

En la Figura 3.1 se muestra un esquema que muestra los pasos en los

que se realizaron los cálculos numéricos, aśı como los resultados obtenidos

de cada uno y cómo se relacionan. Primeramente se prepara al cúmulo en

sus dos configuraciones de equilibrio que estamos estudiando, y se obtiene

la diferencia de enerǵıa cohesiva del cúmulo entre ellas (∆). Posteriormente,

se calcula el espectro de frecuencias asociado a cada configuración de equili-

brio. Con esto se podrán calcular tanto las propiedades termodinámicas del

ensamble, aśı como las poblaciones de cúmulos que se encuentran en cada

estructura en función de la temperatura. Entonces, con ayuda de las densi-

dades de estados electrónicos de cada cúmulo, que ya se conocen, se pueden
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estimar los cambios en el espectro fotoelectrónico del ensamble inducidos

por su temperatura. Esto con el fin de tratar de reproducir los observados

experimentalmente.

Figura 3.1: Esquema del método que se usó en este trabajo para los cálculos numéricos.

3.1. Estabilización de los Cúmulos

Como se vió anteriormente, el cúmulo está compuesto por una nube

electrónica en interacción con un conjunto de núcleos. Mediante DFT es

posible calcular el estado estacionario base de la nube electrónica inducido
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por los núcleos en una configuración dada. Entonces calculamos la enerǵıa

total del cúmulo Etot = Eelec +Enuc, para todas sus posibles configuraciones

nucleares. El conjunto de todas las correspondencias: configuración nuclear

vs enerǵıa total, constituyen una hipersuperficie [Figura 3.2].

Figura 3.2: Hipersuperficie de enerǵıa de un cúmulo, los puntos del plano inferior repre-

sentan configuraciones nucleares.

Las estructuras que queremos estudiar son de equilibrio mecánico y están

representadas por mı́nimos en esa hipersuperficie. La estabilización de un

cúmulo se refiere al proceso en el cual llevamos a un cúmulo a una confi-

guración de equilibrio. Esto lo hacemos numéricamente usando el algoritmo

del gradiente conjugado. En él introducimos una configuración nuclear cual-

quiera, y mediante el gradiente de la enerǵıa buscamos el mı́nimo local más

cercano.

El software que usamos para realizar estos cálculos es el llamado VASP

(Vienna Ab initio Simulation Package) [22] que trabaja con base en DFT, y en

este caso usa una aproximación del gradiente generalizado para aproximar

el funcional de correlación e intercambio [23]. Este programa es capaz de

calcular tanto las configuraciones de equilibrio mecánico de cada cúmulo aśı

como su enerǵıa cohesiva. Estudios sobre el desempeño de este programa han

mostrado que tiene una incertidumbre de 0.8 meV/átomo en el valor de la
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Figura 3.3: Logo de VASP

enerǵıa cohesiva [24], cantidad que parece irrelevante dadas las magnitudes

en las que se dan las enerǵıas cohesivas, pero como se verá más adelante, al

considerar la diferencia de cohesiones esta incertidumbre será determinante.

3.2. Cálculo del Espectro de Frecuencias

Para poder emplear el modelo de Bixon y Jortner, necesitamos el conjun-

to de modos normales de vibración de los átomos del cúmulo en cada una de

sus configuraciones de equilibrio mecánico, a lo que nos referiremos también

como el espectro de frecuencias correspondiente a cada configuración. Consi-

deremos la enerǵıa potencial V de un cúmulo alrededor de una configuración

de equilibrio usando una expansión en serie de Taylor:

V = V0 +
∑
i

(
∂V

∂qi

)
qi +

1

2

∑
i,j

qiHi,jqj + . . . , (3.1)

donde V0 es la enerǵıa en el mı́nimo, las qi representan los desplazamientos

relativos, y Hi,j = ∂2V
∂qi∂qj

son los elementos de la matriz Hessiana H. Con-

siderando que todos los átomos del cúmulo son del mismo tipo entonces la

enerǵıa cinética está dada por

T =
1

2
m
∑
i

(q̇i)
2, (3.2)

42



donde m es la masa del átomo.

Aproximando la enerǵıa de interacción atómica del cúmulo hasta términos

cuadráticos en qi y resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtenemos

el siguiente conjunto de ecuaciones de movimiento

mq̈i = −
∑
j

Hi,jqj. (3.3)

Asumiendo que los átomos se mueven de forma armónica en cada direc-

ción, es decir qi(t) = qi(0) cos(ωit), y al sustituirla en la ecuación anterior,

estas se transforman una ecuación de eigenvalores:

ω2
i qi =

∑
j

Hi,jqj. (3.4)

Donde los eigenvalores de la matriz H corresponden a los cuadrados de

las frecuencias ω2
i de los modos normales de vibración. Y son precisamente

éstos los que usaremos en la ecuación 2.21, donde ω0
i corresponde al espectro

de frecuencias del cúmulo en la estructura del icosaedro, y ω1
i representra al

espectro de frecuencias de ico-twisted.

Nuevamente el software usado es VASP, el cual usa un método de dife-

rencias finitas para calcular la matriz Hessiana: cada átomo es desplazado en

cada dirección independiente, las fuerzas que se originan de estos desplaza-

mientos forman la matriz. El tamaño del desplazamiento es de 0.015 Å y se

realizan en ambos sentidos.

3.3. Cálculo de las Propiedades Termodinámi-

cas

Con propiedades termodinámicas del ensamble de cúmulos nos referimos

espećıficamente a la curva calórica U(T ) y a su capacidad caloŕıfica C(T ).

Ellas, al mostrarnos el comportamiento térmico del ensamble, nos permiten

identificar su transición estructural y la temperatura o rangos de temperatura
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en la que ocurre. Éstas propiedades se calculan usando el modelo mostrado

en la sección 2.3. Se calcula la curva calórica tanto de la ecuación 2.25, como

de la ecuación 2.26 para valores independientes de ∆, y de esta forma tener

más información del comportamiento térmico del sistema.

Además se calculará la capacidad caloŕıfica C como la derivada de la

curva calórica

C(T ) =
dU

dT
, (3.5)

ya que esta es frecuentemente capaz de representar aspectos de la transición

que no son tan evidentes en la curva calórica. En otras palabras esperamos

que la transición estructural se presente como un maximo en la capacidad

caloŕıfica de forma similar a como se presenta la fusión en cúmulos [6].

3.4. Consideraciones Geométricas

Figura 3.4: Ejemplo de transformación de la estructura icosaedro (magenta) a la ico-

twisted (verde). El hemisferio inferior respecto a un eje se rota 36◦.

Para realizar estos cálculos, hay que determinar R, que representa cuantas

posibles estructuras ico-twisted se pueden formar de un icosaedro. La ico-

twisted se puede formar de tomar un eje de simetŕıa del icosaedro y rotar el

hemisferio inferior de tal forma que los vertices de ambos hemisferios queden
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paralelos (Figura 3.4), considerando que hay 5 vértices de un hemisferio que

no estan tocando el eje, existen 5 posibles ico-twisted para ese eje. Como el

icosaedro tiene 6 ejes se simetŕıa (Figura 3.5), entonces se pueden formar 30

estructuras ico-twisted de un icosaedro, o R = 30.

Figura 3.5: Ejes de simetŕıa de Na309.

3.5. Estimación del Espectro Fotoelectrónico

Una de las pruebas fundamentales que nos da el experimento de la exis-

tencia de una transición estructural en el ensamble de cúmulos Na309, es

el cambio en el espectro fotoelectrónico que ocurre antes de la fusión. Por

lo tanto, la mejor forma de comprobar si la transición que proponemos es

la encontrada, es reproduciendo teóricamente la dependencia respecto a la

temperatura del espectro determinada experimentalmente.

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior el espectro fotoelectrónico del

ensamble tiene una relación directa con la densidad de estados electróni-

ca de los cúmulos que conforman ese ensamble. Por lo tanto, si tenemos las

densidades de estados electrónicos de los dos posibles cúmulos que puede pre-

sentar el ensamble, entonces podŕıamos ser capaces de construir el espectro

fotoelectrónico del ensamble, o al menos deducir su forma.

Para eso primero necesitamos saber en qué proporción aparecen cúmulos
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tipo icosaedro o ico-twisted en el ensamble, a diferentes temperaturas. El

primer término de la ecuación 2.21:

2nπn

hnβn

(
n∏
i=1

(ω0
i )
−1

)
, (3.6)

proporciona la cantidad de estados del cúmulo con la estructura de mayor

cohesión disponibles a la temperatura T , que en este caso es el icosaedro. Por

lo tanto, la fracción de cúmulos que poseen esta configuración en el ensamble

es

P (β) =

2nπn

hnβn (
∏n

i=1(ω0
i )
−1)

Z(β)
. (3.7)

Conociendo cómo se distribuyen los cúmulos entre sus distintas poblacio-

nes configuracionales. Podemos superponer las densidades de estados electróni-

cos correspondientes a ambas estructuras dándole el peso adecuado. Obte-

niendo aśı una estimación del comportamiento del espectro fotoelectrónico

del ensamble en diferentes temperaturas de la transición. Las densidades de

estados electrónicos tanto del icosaedro como del ico-twisted de Na309 fueron

previamente calculados y reportados [2].
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se presentarán dos tipos de resultados: Los primeros

corresponden al comportamiento térmico del ensamble de cúmulos Na309 al-

rededor de la transición de la estructura icosaedrica a la ico-twisted. Princi-

palmente la curva calórica y la capacidad caloŕıfica. Además se calcularon las

poblaciones de los cúmulos en diferentes estructuras dentro del ensamble en

función de la temperatura. Estos resultados se obtuvieron de implementar el

modelo de Bixon y Jortner, cuyos datos de entrada se obtuvieron principal-

mente de VASP que trabaja empleando DFT.

Los segundos resultados corresponden a una estimación de la forma del

espectro fotoelectrónico del ensamble y cómo cambiaria a lo largo de la

transición. Obtenida a partir de las densidades de estados electrónicos de

los cúmulos estabilizados en ambas estructuras y de la dependencia de las

poblaciones de cúmulos en las estructuras dadas con respecto a la tempera-

tura.

4.1. Curvas Termodinámicas

Tras estabilizar el cúmulo en ambas estructuras, se encontró que adquiere

enerǵıas cohesivas muy cercanas entre śı, separadas solo por una diferencia

de ∆ = 2.39 meV/átomo. Siendo, como se esperaba, el icosaedro el que tiene
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Figura 4.1: Densidad de estados vibracionales del cúmulo Na309 con la estructura de un

icosaedro (izquierda), y la estructura ico-twisted (derecha). Se muestra una imagen del

cúmulo correspondiente en la parte superior izquierda de cada gráfica.

mayor cohesión. Posteriormente se calcularon los modos de vibración del

cúmulo en cada estructura, la distribución de éstos respecto de sus frecuencias

se muestra en la Figura 4.1. Se puede apreciar de que, si bien no son idénticas,

el espectro de frecuencias es bastante similar, lo que no es de extrañarse dada

la similitud de las estructuras.

Usando esta información se procedió a calcular la función de partición y

las demás propiedades. En la Figura 4.2 se muestran tanto la curva calórica

como la capacidad caloŕıfica del ensamble. Es precisamente en esta última

donde se destaca la transición, que ocurre en el intervalo donde la capacidad

caloŕıfica cambia su valor, este tiene una amplitud algo menor a 200 K.

En tanto a la curva calórica, los cambios son apenas notables. Lo que

es entendible, ya que uno espera que la enerǵıa para cambiar la estructura

de los cúmulos sólidos, sea menor comparada a la enerǵıa necesaria para

romper los enlaces que llevaŕıan a la fase ĺıquida. Haciendo un acercamiento

en la curva calórica es posible observar el salto energético que requiere la

transición. Siendo la diferencia entre la curva calórica tras la transición y

una extención de la misma antes de la transición (marcada con una ĺınea
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azul puneada). Éste salto es de ∼ 2.4 meV/átomo, que es básicamente la

diferencia de enerǵıa cohesiva entre los dos cúmulos.

Cabe hacer mención que en el modelo que se usó, el sistema está restrin-

gido a moverse alrededor de configuraciones de equilibrio mecánico, no se es-

pera que estos resultados reflejen algo como la fusión, solamente la transición

sólido-sólido. Dicho esto la temperatura de transición TSS, que definimos co-

mo la temperatura donde la capacidad caloŕıfica alcanza su máximo, es muy

alta, tanto que supera significativamente la temperatura de fusión calculada

experimentalmente (230 K).

Un análisis más profundo reveló que las temperaturas en las que se rea-

liza la transición están fuertemente influenciadas por el valor de ∆. Lo que

toma más relevancia al tomar en cuenta que la incertidumbre que tienen los

resultados de VASP con respecto a la cohesión de un cúmulo es de ∼ 0.8

meV/átomo [24]. Lo que se traduce a que ∆ tenga una incertidumbre de 1.6

meV/átomo, valor que se encuentra en el mismo orden que el ∆ calculado.

En la Figura 4.3 se puede ver como cambia la temperatura de transición al

cambiar ∆ dentro del rango de su posible valor. Aqúı se denotan principal-

mente dos cosas: primero que la dependencia parece ser prácticamente lineal

con una pendiente de 143 K/(meV/átomo), al menos dentro de este interva-

lo; y segundo el amplio rango de temperatura de fusión que podŕıa tener el

sistema, de 228 K a 457 K.

Si bien con estos resultados no es posible demostrar que la transición

observada experimentalmente consiste en que los icosaedros pasan a ser ico-

twisted, tampoco descartan esta posibilidad. Teniendo en cuenta que la tem-

peratura de fusión reportada (230 K [1]) experimentalmente se encuentra

en este rango. El modelo de Bixon-Jortner la describiŕıa con un ∆ = 1.59

meV/átomo. Si consideramos la termodinámica que tendŕıa el sistema usan-

do el mı́nimo valor que podŕıa tener ∆, encontramos que la transición ocurre

a temperaturas cercanas a las observadas experimentalmente.

Por otro lado, la diferencia de las temperaturas de transición, el compor-

tamiento de la capacidad caloŕıfica y de la fracción de cúmulos con cierta
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Figura 4.2: Curva calórica (superior) y capacidad caloŕıfica (inferior) del ensamble de

cúmulos Na309, calculadas con ∆ = 2.39 meV/átomo. En el acercamiento a la curva

calórica se muestra con una ĺınea azúl punteada la prolongación de la curva lineal antes de

la transición para resaltar el salto. Se marca con una ĺınea roja punteada la temperatura

donde la capacidad caloŕıfica alcanza su máximo (342 K).
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Figura 4.3: Predicciones del Modelo Armónico. La ĺınea describe la dependencia de la

temperatura de transición TSS del ensamble respecto a la diferencia ∆ de las cohesiones

adquiridas por el cúmulo en sus estructuras de equilibrio mecánico. Se asume que tanto la

multiplicidad relativa como la razón de frecuencias (ver sección 2.3) son las mismas para

todos los valores de ∆. El modelo predice que la transición ocurre a TSS =342 K, en caso de

que la estructura candidata ico-twisted efectivamente fuese la estructura candidata (punto

señalado por flecha roja). Por otra parte, el modelo predice que el cúmulo en la estructura

desconocida debe estar cohesionado con una enerǵıa ∆ = 1.30 meV/átomo menor que su

máximo enlace, para reproducir la estimación experimental de la temperatura de transición

TSS = 190 K (punto señalado por flecha negra).
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Figura 4.4: Dependencia de la fracción de icosaedros con respecto a la temperatura a

diferentes valores de ∆ que están dados en meV/átomo. Se denota con rojo la calculada

con ∆ = 2.39 meV/átomo, que fue la que se obtuvo directamente de DFT.

estructura no cambian mucho con ∆. Esto se observa en la Figura 4.4 en

donde se muestra la dependencia respecto a la temperatura de la fracción de

cúmulos que poseen una estructura icosaedrica calculada a diferentes valores

de ∆. Ciertamente, la extensión del rango de temperatura en el que el ensam-

ble sufre la transición no se mantiene constante. Posee magnitudes de 130 y

200 K para ∆=1.59 y 2.34 meV/átomo, respectivamente, las temperaturas

a las que ocurre la transición son 228 y 342 K, correspondientemente. Cabe

mencionar que los valores máximos de las capacidades caloŕıficas asociadas

a los distintos valores de ∆, son prácticamente iguales. Lo que puede indicar

que este valor también es independiente de ∆, o que estos cambios son muy

pequeños como para observarlos en este intervalo.

Entonces se procedió a calcular las curvas en términos de TkB/∆ en lu-

gar de T , para ver cómo su comportamiento independientemente al valor

de ∆, siguiendo la ecuación 2.26. Empezando con la curva calórica adimen-
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Figura 4.5: Curva calórica del ensamble de Na309 independiente de ∆. En el acercamiento

se muestra con una ĺınea azúl punteada la extención de la curva lineal ántes de la transición

para resaltar el salto que tiene una magnitud de apróximadamente ∆.

cional (Figura 4.5) cuyo comportamiento es tal como la calculada con ∆ =

2.39 meV/átomo, y en el acercamiento se puede ver el salto energético de la

transisción que es de un ∆. Todas las capacidades caloŕıficas y poblaciones

de icosaedros pasan a ser la misma curva al escalar la temperatura (Figura

4.6).

Lo que significa que ∆ es un factor de escala. La forma adimensional de

la curva calórica, ecuación 2.26, no solo confirma este escalamiento. Además,

ella expresa que el resto de las propiedades armónicas del cúmulo en sus

estructuras de equilibrio mecánico: espectros de vibración y multiplicidad

relativa, determinan la forma precisa de la curva calórica.

De forma similar a los experimentales, para hacer una estimación del

cambio de entroṕıa debido a la transición, hacemos uso de la ecuación 2.13

pero aplicándola a la transición sólido-sólido en vez de la fusión. Dado que

el calor latente q se traduce directamente a ∆, estimamos a ∆s para el valor
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Figura 4.6: Capacidad caloŕıfica y población de icosaedros en el ensamble en función de

la temperatura ambos independientes de ∆. Se separan con ĺıneas rojas punteadas la zona

donde en el ensamble existe una combinación de icosaedros e ico-twisted, de las zonas

donde todos los cúmulos poseen sólo una estructura. Adicionalmente se marca con ĺıneas

azules el intervalo donde los icosaedros pasan de formar del 90 % al 10 % de la población

de cúmulos.
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calculado de ∆, aśı como el máximo y el mı́nimo valor que puede tener.

Adicionalmente agregando el valor que tendŕıa que tener ∆ para que TSS

coincida con la medida esperimentalmete. Los resultados se muestran en la

siguiente tabla.

TSS (K) q (meV/átomo) ∆s (kB/átomo)

288 1.59 0.0809

342 2.39 0.0811

455 3.19 0.0813

190 1.30 0.0796

En esta se puede apreciar que el cambio de entroṕıa no cambia mucho.

Ésta propiedad es explicable por el hecho de que en todos los casos el núme-

ro de microestados es el mismo. En todos los casos, tanto la multiplicidad

relativa R como los espectros de vibración del cúmulo en ambas estructuras,

son iguales.

4.2. Espectro Fotoelectrónico en Dependen-

cia de la Temperatura

Si el ico-twisted es la estructura desconocida, es útil observar cómo se

presenta esta transición. Notar que ésto implica suponer que los cúmulos

del ensamble se funden cuando la temperatura de éste es mayor que 342

K. Efectivamente, tal suposición es falsa. El experimento demuestra que los

cúmulos se funden cuando el ensamble en equilibrio termodinámico alcanza

230 K [1]. Aún aśı, resulta útil describir el cambio del espectro fotoelectrónico

inducido por el cambio de temperatura. Para eso escogimos la dependencia

con la temperatura de la fracción de icosaedros en la región en donde se

esperan los cambios más acentuados en el espectro.

En la Figura 4.7, aśı como en la parte inferior de la Figura 4.6, pode-

mos apreciar que tanto de la transición ocurre en un intervalo de extensión

∼ 175 K (0.009 KkB/∆). Al inicio, el ensamble empieza a presentar lenta-

mente cúmulos ico-twisted, representados en la curva por la disminución de
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Figura 4.7: Fracción de cúmulos con la estructura de un icosaedro dentro del ensamble

de Na309 con respecto a la temperatura, calculado con un ∆ = 1.59 meV/átomo. Se

separan con ĺıneas rojas punteadas la zona donde en el ensamble existe una combinación de

icosaedros e ico-twisted, de las zonas donde todos los cúmulos poseen sólo una estructura.

Adicionalmente se marca con ĺıneas azules el intervalo donde los icosaedros pasan de formar

el 90 % al 10 % de la población de cúmulos. También se señala la temperatura donde ocurre

la transición en el experimento.

56



icosaedros. Después de eso, hay una disminución drástica en la población de

icosaedros del ensamble (denotado por un intervalo marcado por ĺıneas azu-

les de amplitud ∼ 55 K (0.0022 KkB/∆), en el cual los icosaedros pasan de

formar un 90 % de la población a un 10 %) y los cúmulos ico-twisted pasan

a formar la mayor parte del cúmulo. Después se requiere una mayor tempe-

ratura para transformar por completo todos lo cúmulos del ensamble, por lo

que es posible que algunos cúmulos lleguen a fusionarse antes de presentar

la estructura ico-twisted.

Usando esta estimación de las poblaciones de cúmulos con una estructura

o la otra, se logró construir la forma que tendŕıa el espectro fotoelectrónico a

diferentes etapas de la transición. En la Figura 4.8 se pueden observar bási-

camente las formas de las densidades de estados electrónicos de icosaedro y

del ico-twisted representados con una ĺınea negra y una ĺınea azúl respecti-

vamente. También se ve con una ĺınea roja, la forma que tendŕıa el espectro

foto-electrónico cuando haya una igualdad en las poblaciones de icosaedros e

ico-twisted, que ocurre a TSS. Adicionalmente en la Figura 4.9 se muestran

múltiples estimaciones del espectro a diferentes etapas de la transición, que

tan rápido se alcanzen estas etapas está dado por las curvas mostradas en

las Figuras 4.7 y 4.6.

Con esta información podemos darnos cuenta de cómo se da esta transición:

poco a poco empiezan a aparecer cúmulos con otra estructura hasta que cier-

to punto incrementa altamente la taza en la que estos aparecen, y finalmente

el resto de la población de cúmulos con la primera configuración va des-

apareciendo lentamente. Si bien en la primera parte del proceso el espectro

fotoelectrónico no cambia mucho, estos aún son notables. En efecto, conclui-

mos que el cambio del espectro fotoelectrónico del ensamble inducido por

su cambio de temperatura es suficientemente acentuado para evidenciar la

transición estructural.
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Figura 4.8: Estimación del espectro foto-electrónico del ensamble de Na309 con diferentes

fracciones de cúmulos con estructura icosaedrica: 100 % (negro), 50 % (rojo), y 0 % (azúl).

Las temperaturas que aparecen entre paréntesis corresponden a las temperaturas donde

se alcanzan esos porcentajes, según los cálculos realizados con ∆ = 1.59 meV/átomo.

58



D
O

S

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5

Energia de enlace de electrones (eV)

0.00973 Kk  /    (100% ico) 0.01152 Kk  /    (87.5% ico) 0.01190 Kk  /    (75.0% ico)

0.01217 Kk  /    (62.5% ico) 0.01242 Kk  /    (50.0% ico) 0.01268 Kk  /    (37.5% ico)

0.01300 Kk  /    (25.0% ico) 0.01348 Kk  /    (12.5% ico) 0.01720 Kk  /    (0.0% ico)

B ∆∆

∆

∆B

∆

∆

B

∆∆

∆B B B

BBB

Figura 4.9: Estimaciones del espectro foto-electrónico del ensamble de Na309 a diferentes

etapas de la transición. Cada espectro está acompañado con la temperatura relativa a

∆ en la que se presenta ese espectro, aśı como la población de cúmulos con estructura

icosaedrica que tiene el ensamble
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudió la transición sólido-sólido que experimenta un

ensamble de cúmulos Na309, pasando de la estructura icosaedro a la propues-

ta ico-twisted. Aproximando las condiciones experimentales, el ensamble se

considera efectivamente al vaćıo y en equilibrio termodinámico. Dado que

los efectos de la presión del baño térmico se consideran despreciables este

sistema cuenta con un solo grado de libertad que es la temperatura.

La transición se describió usando aproximaciones teóricas: DFT para ob-

tener las propiedades mecánicas y electrónicas de los cúmulos, y un modelo

armónico para el cálculo de las propiedades termodinámicas del ensamble. Se

determinaron sus caracteŕısticas complementando nuestros resultados teóri-

cos con los resultados experimentales reportados. Espećıficamente se encontró

que:

1. Tras calcular la curva calórica y capacidad caloŕıfica del ensamble, se

encontró que la transición ocurre de forma suave en un amplio intervalo

de temperatura. Esta se nota principalmente en la capacidad caloŕıfica

ya que la curva calórica apenas se vé afectada durante la transición, lo

que denota el bajo coste energético que requiere. En este caso llamamos

temperatura de transición TSS a la temperatura a la cual la capacidad

caloŕıfica alcanza su máximo.

2. Las transiciones sólido-sólido y sólido-ĺıquido se traslapan parcialmen-
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te. El incremento de la temperatura del ensamble desde su fase sólida

más estable induce en él la transición de sus cúmulos de una estructura

icosaédrica a la ico-twisted. Pero antes de finalizarla sus cúmulos em-

piezan a fundirse. Por esta razón es dif́ıcil identificar la estructura de

forma experimental ya que normalmente lo hacen a través del espectro

foto-electrónico del ensamble y la densidad de estados electrónicos del

cúmulo en dicha estructura.

3. La temperatura donde ocurre la transición depende fuertemente de la

multiplicidad relativa de la estructura propuesta R respecto al icosae-

dro, aśı como de la diferencia de enerǵıas cohesivas de los cúmulos en

estas configuraciones (∆). El problema con este último es que el cálculo

numérico de la enerǵıas cohesivas viene con una incertidumbre que se

encuentra en el mismo orden de magnitud que ∆, lo que se traduce a

que la temperatura de transición termine teniendo una incertidumbre

de más de 200 K.

4. Con el valor de ∆ originalmente calculado se encontró que es desprecia-

ble la fracción del ensamble constituida por cúmulos en la estructura

propuesta a temperaturas menores que la de fusión. Tras analizar otros

posibles valores de ∆, es posible encontrar una notable fracción del

ensamble compuesta de cúmulos transformados antes de la fusión en

el rango entre 1.59 y 2.0 meV/átomo. La cual alcanza el 52 % para el

extremo inferior. Sin embargo estimamos que los cúmulos ico-twisted

tendŕıan que formar aproximadamente el 25 % de la población para

ser observable, lo que solo se lograŕıa en los valores entre 1.59 y 1.67

meV/átomo. Teniendo en cuenta que la incertidumbre de ∆ es de 1.6

meV/átomo, la transición es observable en solo el 5 % de los posibles

valores de ∆.

5. Usando la relación de la ecuación 2.13, tenemos que la transición está

caracterizada por un cambio de entroṕıa ∆s ∼ 0.0811 kB/átomo, a

pesar de que la incertidumbre en el calor latente q = ∆.
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6. Una de las formas de describir una transición de fase de una sustancia

es mediante su tipo u orden. Pero estas clasificaciones están definidas

en el orden de la derivada del espacio fase en el que se presenta una

no analiticidad, cosa que no se presenta en el ensamble de cúmulos. A

pesar de eso, esta transición tiene similitudes con las transiciones de

primer orden, por ejemplo la presencia de un calor latente.

7. Los cambios en el espectro fotoelectrónico del ensamble a medida que

ocurre la transición se observan en un amplio intervalo de temperatura.

Lo que causa que el espectro cambie de forma gradual a lo largo de la

transición y no bruscamente como se describe experimentalmente.

8. Dado lo mostrado en los puntos 4 y 7, la probabilidad de que el espectro

fotoelectrónico fuera capaz de reflejar la transición entre la estructura

icosaedrica y la ico-twisted es muy baja, por lo tanto, se determinó que

la estructura propuesta ico-twisted no es la causante de la transición

estructural sugerida por los experimentos.

9. Para poder estimar la TSS usando únicamente el espectro fotoelectróni-

co en función de la tamperatura, seŕıa necesario conocer el espectro a

lo largo de toda la transición, lo que implica que se necesitaŕıa que los

cúmulos no se fundan antes que todos se tranformen. En este caso se

podŕıa aproximar TSS como el punto medio del intervalo donde ocurre

la transición, o incluso por un análisis de la morfoloǵıa del espectro.

10. A pesar de que la estructura propuesta es inconsistente con las propie-

dades termodinámicas y electrónicas obtenidas de experimentos con el

ensamble, tras este trabajo podemos darnos una idea de que carácte-

risticas debeŕıa tener esa estructura, particularmente en los elementos

que usa el modelo de Bixon y Jorner para describir la transición. Dado

que la transición no parece reflejarse en la curva calórica y capacidad

caloŕıfica medidas experimentalmente, es de esperarse que ∆ sea muy

pequeño de tal manera que el salto enegético no sea muy apreciable
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(caracteŕıstica que si cuenta ico-twisted). Por otro lado, para que la

transición ocurra de forma más pronunciada se esperaŕıa que la multi-

plicidad R fuera mayor y/o que las frecuencias ωi sean más pequeñas.

11. Se puede hacer una estimación de las propiedades que debeŕıa tener

esa estructura para que TSS = 190 K, como lo afirma el experimento.

Asumiendo que no tenga mucha diferencia en el producto de ωi y que

tenga la misma multiplicidad R = 30, ∆ tendŕıa que adoptar el valor

de 1.3 meV/átomo, que no es un valor muy lejano al que medimos.

Mientras que si queremos fijar un ∆ = 1.59 meV/átomo, que es el

mı́nimo que podŕıa adoptar nuestra propuesta, R tendŕıa que tener

un valor alrededor de 4000. Esto nos dice que la diferencia de enerǵıa

cohesiva es el principal factor que determina a que temperaturas se

realiza la transición.

La metodoloǵıa presentada es efectiva para evaluar la posibilidad de que

una estructura candidata realmente sea la estructura desconocida. El modelo

de Bixon y Jortner incluso puede trabajar con la presencia de más de dos

configuraciones de equilibrio mecánico, siempre y cuando se pueda obtener

su respectivo espectro de frecuencias, por lo que se puede trabajar la teoŕıa

en la que hubo una transición sólido-sólido a múltiples estructuras, en las

que puede estar incluidas la ico-twisted.

Por otro lado, aún quedan muchos problemas por resolver con los mode-

los teóricos. Dado que estimamos que el valor de ∆ tiene que ser pequeño,

y que los modelos que empleamos para su cálculo no nos da la presición

que necesitamos, podŕıa ser necesario el uso de otra herramienta que nos de

ese valor de forma más precisa, o buscar otro modelo que no requiera esa

propiedad de forma directa para el cálculo de las propiedades termodinámi-

cas.También es posible explorar otras posibles estructuras donde el cúmulo

de Na309 sea estable, o incluso se puede considerar la transición a múltiples

configuraciones.
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