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2.18. Mapeos débilmente confluente y seudo confluente . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Prefacio

Los continuos e hiperespacios son dos ramas de la topoloǵıa que han sido estudiadas
fuertemente en los últimos años. La primera de ellas se encarga de estudiar propiedades
de los espacios métricos, compactos y conexos. Los hiperespacios se encargan de estudiar
subespacios particulares del conjunto potencia de un espacio.

La teoŕıa de hiperespacios de continuos es una ĺınea de investigación en topoloǵıa que
apareció aproximadamente en la década de 1910 a 1920. Cabe mencionar que México tiene
un grupo grande y variado de especialistas dedicado a la investigación en estas áreas de la
matemática.

Aunque los continuos e hiperespacios son, primordialmente, objeto de estudio de los
topólogos, aparecen de manera natural en otras ramas de la matemática, como en los siste-
mas dinámicos y las ecuaciones diferenciales, aśı como también en la f́ısica y la qúımica.

Dentro de los subconjuntos del producto potencia de un espacio, es de nuestro interés
considerar a aquellos subconjuntos que tienen a lo más n puntos del espacio, donde n es un
número natural. A este hiperespacio se le conoce como el n-ésimo producto simétrico, y fue
introducido por K. Borsuk y S. Ulam en 1931. Es en este hiperespacio que está diriǵıdo el
trabajo de esta tesis.

Una función continua y sobreyectiva entre continuos, define de manera natural, otra fun-
ción continua y sobreyectiva entre hiperespacios de continuos. De manera general, a esto se le
llama función inducida en hiperespacios. Existen diversos trabajos sobre funciones inducidas
en hiperespacios. Las funciones inducidas en los productos simétricos no son la excepción,
se ha trabajado en ello particularmente en los últimos 8 años.

Se trabaja con direfentes clases de funciones entre continuos y para cada una de estas
clases se estudia cuándo la función inducida pertenece o no a la misma clase de la función
original, de la misma manera, se estudia el reverso.

En esta tesis se da una recapitulación de resultados encontrados en 28 clases de funciones
orientadas en el estudio de las funciones inducidas de los productos simétricos de continuos.
Existen muchas funciones que no han sido analizadas en este sentido y que podŕıan ser cam-
po de investigación en el área de hiperespacios de continuos, por lo que considero que este
trabajo puede ayudar a las personas interesadas en la investigación de esta área o áreas afines.

En el caṕıtulo uno se dan los preliminares a la tesis. En este caṕıtulo se dan los resultados
básicos de la teoŕıa de continuos e hiperespacios que se utilizarán. Se supone que el lector
tiene conocimientos básicos de topoloǵıa y de espacios métricos.

En el caṕıtulo dos se trabaja con diferentes clases de funciones orientadas en el estudio
de las funciones inducidas de los productos simétricos de continuos.





Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo está dividido en dos secciones principales en los cuales se dan definiciones,
resultados y ejemplos que nos ayudarán a introducirnos en los conceptos matemáticos que
utilizaremos en esta tesis. En la primer sección damos una introducción a los hiperespacios
y dotamos de una topoloǵıa al mismo. En la segunda sección damos resultados relacionados
a la conexidad de espacios métricos y topológicos.

1.1. Notación

Iniciamos dando algunas notaciones y definiciones que adoptaremos para esta tesis.

Para cualquier n ∈ N, usaremos la notación In para designar a un conjunto de ı́ndices
de n elementos, es decir, In := {1, . . . , n}.

Decimos que un conjunto X es no degenerado si tiene más de un elemento. Si X tiene
exactamente un elemento, diremos que de X es degenerado. Usaremos la notación |X| para
designar la cardinalidad de un conjunto X.

Sean X un conjunto arbitrario y A una familia de subconjuntos de X, denotaremos por⋃
A a la unión de todos los miembros contenidos en A, es decir,

⋃
A = {x ∈ X : existeA ∈

A conx ∈ A}.

Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X, x un punto en X, y ε un número
mayor que cero. Denotamos:
(i) El diámetro de A por diámX(A), donde diámX(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.
(ii) La bola abierta (cerrada) centrada en x de radio ε, por Bd(x, ε) (Bd(x, ε), respecti-
vamente), donde Bd(x, ε) = {x′ ∈ X : d(x, x′) < ε} (Bd(x, ε) = {x′ ∈ X : d(x, x′) ≤ ε}).
(iii) La cerradura de A en X por clX(A). Si no hay confusión del espacio en cuestión,
entonces se denotará a la cerradura de A en X por A.
(iv) El interior de A por intX(A).
(v) La frontera de A en X por frX(A).
(vi) El complemento de A por X \A.

Denotamos por S1 al ćırculo unitario en R2 con centro en el origen, es decir, S1 =
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Definición 1.1.1. Sea X un espacio topológico, se define el producto topológico de n
copias de X consigo mismo, como el conjunto Xn = X × . . .×X︸ ︷︷ ︸

n−veces

, con la topoloǵıa producto.
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1.2. Hiperespacios

La teoŕıa de continuos e hiperespacios están muy relacionadas y, como en esta tesis tra-
bajamos los hiperespacios de continuos, iniciamos con la definición de lo que entendemos
por un continuo.

Definición 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo.

Ejemplos 1.2.2. Los siguientes son ejemplos de continuos.
1. Dados a, b ∈ R, el intervalo [a, b] como subespacio de R con la métrica usual.
2. Para algún x ∈ Rn y ε > 0, la bola cerrada Bd(x, ε)), donde d es la métrica usual de R.
3. El circulo unitario S1.
4. La curva senoidal del topólogo, definida por {(x, sen(1/x)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1} ∪
{(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1}.

Definición 1.2.3. Dado un conjunto no vaćıo X, un hiperespacio de X es una familia
de subconjuntos de X.

Trabajaremos con algunos hiperespacios distinguidos:

Definición 1.2.4. Sean (X, τ) un espacio topológico y n ∈ N, se denotan los siguientes
hiperespacios:
(i) CL(X)= {A ⊂ X : A 6= ∅, A es cerrado},
(ii) 2X = {A ⊂ X : A 6= ∅, A es compacto}
(iii) C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}
(iv) Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo másn componentes}
(v) Fn(X) = {A ⊂ X : A 6= ∅, |A| ≤ n}.

Al espacio C(X) se le conoce como el hiperespacio de subcontinuos de X y, al hi-
perespacio Fn(X), como el n-ésimo producto simétrico de X.

Definición 1.2.5. Sean (X, d) un espacio métrico, A ∈ 2X , y ε > 0. Se define la nube
centrada en A de radio ε como el conjunto

Nd(A, ε) = {x ∈ X : existe y ∈ A tal que d(x, y) < ε}.

Si no hay confusión de la métrica utilizada pondremos N(A, ε) para designar a Nd(A, ε).

Definición 1.2.6. Sean (X, d) un espacio métrico. Dados A,B ∈ 2X , se define la métrica
de Hausdorff como

Hd(A,B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊂ Nd(B, ε) y B ⊂ Nd(A, ε)}.

Notemos que cuando A = {a}, B = {b} son conjuntos unipuntuales entonces Hd(A,B) =
d(a, b). El siguiente teorema muestra que en efecto, Hd define una métrica para 2X .

Teorema 1.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, entonces la función Hd es, en
efecto, una métrica para 2X .
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Demostración. Sean A,B,C ∈ 2X . Definamos E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(B, ε) y B ⊂
N(A, ε)}.
(i) Mostremos primero que la métrica de Hausdorff está bien definida. En efecto, por la
compacidad de X, para cada p, q ∈ X, se tiene que d(p, q) < diám(X) + 1 := δ. Si a ∈ A,
entonces d(a, b) < δ para cada b ∈ B, aśı A ⊂ N(B, δ). Análogamente B ⊂ N(A, δ). Por lo
tanto, δ ∈ E(A,B) y entonces E(A,B) 6= ∅. Como E(A,B) está acotado inferiormente por
0, existe Hd(A,B) = ı́nfE(A,B).
(ii) De la definición se observa que Hd(A,B) ≥ 0.
(iii) Mostremos que Hd(A,B) = 0 si y sólo si A = B. En efecto, si A = B y ε > 0, entonces
A ⊂ N(B, ε), por lo que ε ∈ E(A,B). Esto implica que ı́nf E(A,B) = 0. Ahora supongamos
que Hd(A,B) = 0. Sean a ∈ A, y ε > 0. Ya que Hd(A,B) = 0 < ε, ε no es cota inferior de
E(A,B). Se sigue que existe δ ∈ E(A,B) tal que δ < ε. Como A ⊂ N(B, δ) y B ⊂ N(A, δ),
existe b ∈ B tal que d(a, b) < δ. Por lo tanto, b ∈ B(a, δ) ⊂ B(a, ε). Aśı, B(a, ε) ∩ B 6= ∅.
Notemos que hemos probado que a ∈ B. Como B ∈ 2X , B = B, es decir, a ∈ B. Por lo
tanto A ⊂ B. Análogamente se prueba que B ⊂ A. Por lo tanto, A = B.
(iv) Es claro que Hd(A,B) = Hd(B,A).
(v) Mostremos queHd(A,B) ≤ Hd(A,C)+Hd(C,B). Es decir, que ı́nf E(A,B) ≤ ı́nfE(A,C)
+ı́nfE(C,B). Para esto, mostraremos que ı́nf E(A,B) ≤ ı́nf {δ + η : δ ∈ E(A,C) y η ∈
E(C,B)}. En efecto, Sean δ ∈ E(A,C) y η ∈ E(C,B). Se sigue que A ⊂ N(C, δ) y
C ⊂ N(B, η). Dado a ∈ A, existe c ∈ C tal que d(a, c) < δ. Además, existe b ∈ B tal
que d(c, b) < η. Aśı, d(a, b) ≤ d(a, c) +d(c, b) < δ+ η, por lo que A ⊂ N(B, δ+ η). De mane-
ra similar B ⊂ N(A, δ + η). Por lo tanto, δ + η ∈ E(A,B). Tenemos que ı́nf (A,B) ≤ δ + η,
por lo que Hd(A,B) es cota inferior de {δ + η : δ ∈ E(A,C), y η ∈ E(C,B)}. Por lo tanto,
Hd(A,B) ≤ ı́nf {δ + η : δ ∈ E(A,C) y η ∈ E(C,B)}. Esto completa la prueba de que Hd es
una métrica para 2X .

. �

1.2.1. Topoloǵıa para los hiperespacios

Es importante definir de manera general una topoloǵıa para los hiperespacios de conjun-
tos. Por lo que daremos una topoloǵıa para el hiperespacio CL(X), como en los caṕıtulos
posteriores trabajaremos cuando X es un continuo, entonces en particular X será métri-
co compacto y aśı CL(X) = 2X . Con esto, ya que para todo natural n se tiene que
Fn(X), Cn(X) y C(X) están contenidos en 2X , entonces tendremos también una topoloǵıa
para cada uno de estos hiperespacios, a saber, la topoloǵıa del subespacio obtenida de la
topoloǵıa en 2X .

Definición 1.2.8. Sea (X, τ) un espacio topológico. La topoloǵıa de Vietoris para CL(X)
es la topoloǵıa más chica, denotada por τV , para CL(X), con la siguiente propiedad: {A ∈
CL(X) : A ⊂ U} ∈ τV si U ∈ τ , y {A ∈ CL(X) : A ⊂ B} es τV -cerrado si B es τ -cerrado.

Notemos que existe una topoloǵıa cumpliendo las propiedades anteriores, a saber la
topoloǵıa discreta. Sean (X, τ) un espacio topológico y U,U1, U2, . . . , Un elementos de τ .
Usaremos las siguientes notaciones para algunos conjuntos que son distinguidos en CL(X):
(i) Γ(U) = {A ∈ CL(X) : A ⊂ U},
(ii) Λ(U) = {A ∈ CL(X) : A ∩ U 6= ∅},
(iii) 〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ CL(X) : A ⊂ ∪ni=iUi, A ∩ Ui 6= ∅,para todo i ∈ In}.

Observemos que Γ(U) = 〈U〉, Λ(U) = 〈X,U〉 y 〈U1, . . . , Un〉 = [Γ(∪ni=1Ui)]∩ [∩ni=1Λ(Ui)].

Queremos dar una base a la topoloǵıa de Vietoris, para esto demostraremos el siguiente
resultado.
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Lema 1.2.9. Si U = ∪ni=1Ui y V = ∪mj=1Vj, entonces

〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 = 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉.

Demostración. Sea A ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 entonces

A ⊂ U ∩ V = (∪ni=1Ui) ∩ (∪mj=1Vj)

= [(V ∩ (∪ni=1Ui)] ∪ [U ∩ (∪mj=1Vj)]

= [∪ni=1(V ∩ Ui)] ∪ [∪mj=1(U ∩ Vj)].

Además, A ∩ (V ∩ Ui) = A ∩ Ui 6= ∅ y A ∩ (U ∩ Vj) = A ∩ Vj 6= ∅, por lo que 〈U1, . . . , Un〉 ∩
〈V1, . . . , Vm〉 ⊂ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ Vi, . . . , U ∩ Vm〉.
Para la otra contención, sea A ∈ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉 entonces

A ⊂ [

n⋃
i=1

(V ∩ Ui)] ∪ [

m⋃
j=1

(U ∩ Vj)] = [(V ∩ (

n⋃
i=1

Ui)] ∪ [U ∩ (

m⋃
j=1

Vj)]

= [V ∩ U ] ∪ [U ∩ V ]

= U ∩ V.

Concluimos que A ⊂ U y A ⊂ V . Además, A∩Ui = A∩ (V ∩Ui) 6= ∅, para cada i ∈ In, por
lo que A ∈ 〈U1, . . . , Un〉. Similarmente, A∩ Vj = A∩ (U ∩ Vj) 6= ∅, para cada j ∈ Im, por lo
que A ∈ 〈V1, . . . , Vm〉.

. �
Estamos listos para mostrar una base para la topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 1.2.10. Sea (X, τ) un espacio topológico. El conjunto

BV = {〈U1, . . . , Un〉 : Ui ∈ τ para cada i, n ∈ N}

es base para la topoloǵıa de Vietoris τV . Además, el conjunto

P = {〈U〉 : U ∈ τ} ∪ {〈X,U〉 : U ∈ τ}

es una subbase para la misma topoloǵıa.

Demostración. Notemos que {A ∈ CL(X) : A ⊂ U} = 〈U〉 y {A ∈ CL(X) : A ⊂
B} = CL(X) \ 〈X,X \ B〉. Por definición τV es la topoloǵıa más chica para CL(X) que
contiene a

S = {〈U〉 : U ∈ τ} ∪ {〈X,U〉 : U ∈ τ}.

Por lo que la familia Ŝ de intersecciones finitas de miembros de S , es una base para τV .
Aśı, basta probar que Ŝ = BV . En efecto, notemos que

〈U1, . . . , Un〉 = 〈∪ni=1Ui〉 ∩ (∩ni=1〈X,Ui〉) ∈ Ŝ,

aśı que BV ⊂ Ŝ. Para la otra contención, utilizaremos el Lema 1.2.9, para probar que la
intersección de cualesquiera dos miembros de Ŝ, está en BV , con lo que la prueba que-
dará completa. En efecto,
(i) 〈U1〉 ∩ 〈U2〉 = 〈U1, U2〉 ∈ BV ,
(ii) 〈U1〉 ∩ 〈X,U2〉 = 〈U1, U1 ∩ U2〉 ∈ BV ,
(iii) 〈X,U1〉 ∩ 〈X,U2〉 = 〈X,U1, U2〉 ∈ BV .
Para la segunda parte, sea

P ′ = {∩L : L ⊂ P y L es finito}.

Notemos que BV ⊂ P ′. Además, P ⊂ BV . Por el Lema 1.2.9, BV es cerrado bajo intersec-
ciones finitas. Tenemos que P ′ ⊂ BV . Por lo tanto, P ′ = BV . Esto muestra que P es una
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subbase para τV .

. �
Es natural preguntarnos si la topoloǵıa de Vietoris coincide con la topoloǵıa inducida

por la métrica de Hausdorff. El Teorema 1.2.12 da una respuesta afirmativa. Para probar
dicho teorema daremos antes el siguiente resultado.

Lema 1.2.11. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, A,B ∈ 2X , y ε > 0, entonces
Hd(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ Nd(B, ε) y B ⊂ Nd(A, ε).

Demostración. Supongamos que Hd(A,B) < ε. De la definición de Hd, se sigue que
A ⊂ Nd(B, ε) y B ⊂ Nd(A, ε). Para la otra implicación, supongamos que A ⊂ Nd(B, ε) y
B ⊂ Nd(A, ε). Notemos que Nd(B, ε) = ∪b∈BBd(b, ε). Aśı, A ⊂ ∪b∈BBd(b, ε). Como A es
compacto, existen números positivos ε1, . . . , εn, tales que εi < ε, para cada i ∈ In, y existen
bi ∈ B, para cada i ∈ In, tales que A ⊂ ∪ni=1Bd(bi, εi). Ya que ∪ni=1Bd(bi, εi) ⊂ ∪ni=1Nd(B, εi)
se sigue que A ⊂ ∪ni=1Nd(B, εi).
Sea mA =máx{ε1, . . . , εn}. Se tiene que A ⊂ ∪ni=1Nd(B, εi) ⊂ Nd(B,mA). De manera simi-
lar, como B ⊂ Nd(A, ε) y B es compacto, exite un número mB > 0, con mB < ε y B ⊂
Nd(A,mB). Sea m =máx{mA,mB}. Tenemos que m < ε, A ⊂ Nd(B,m) y B ⊂ Nd(A,m),
por lo que concluimos que Hd(A,B) ≤ m < ε.

. �

Teorema 1.2.12. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y τH la topoloǵıa para 2X ge-
nerada por la métrica de Hausdorff, se tiene que τV = τH .

Demostración. Veamos que τV ⊂ τH . Sea U ∈ τ . Probaremos que:
(i) Γ(U) = 〈U〉 ∈ τH ,
(ii) Λ(U) = 〈X,U〉 ∈ τH .

Para probar (i), sea A ∈ Γ(U), aśı A ⊂ U . Sea ε =
1

2
d(A,X \ U) > 0. Mostraremos

que BH(A, ε) := {B ∈ 2X : Hd(A,B) < ε} ⊂ Γ(U). En efecto, notemos primero que si
x ∈ N(A, ε), entonces existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε. Si ocurriera que x /∈ U , tendŕıamos

que d(A,X \ U) ≤ d(a, x) < ε =
1

2
d(A,X \ U), lo cual no es cierto, por lo que x ∈ U , y

aśı N(A, ε) ⊂ U . Por tanto, si B ∈ BH(A, ε), entonces por el Lema 1.2.11, B ⊂ N(A, ε) ⊂ U .
Aśı B ∈ Γ(U).
Para probar (ii), sea A ∈ Λ(U), entonces A ∩ U 6= ∅. Sea p ∈ A ∩ U , existe ε > 0 tal
que Bd(p, ε) ⊂ U . Mostraremos que BH(A, ε) ⊂ Λ(U). En efecto, sea B ∈ BH(A, ε), en-
tonces A ⊂ N(B, ε). Como p ∈ A, entonces existe b ∈ B tal que d(p, b) < ε, por lo que
b ∈ Bd(p, ε) ⊂ U , y aśı b ∈ U ∩B, es decir, B ∈ Λ(U).
Ahora veamos que τH ⊂ τV . Sean A ∈ 2X y ε > 0. Mostraremos que BH(A, ε) ∈ τV , es
decir, queremos probar que existen U1, . . . , Un elementos de τ tales que A ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ⊂
BH(A, ε). En efecto, por la compacidad de A, existen U1, . . . , Un en τ , tales que para cada

i ∈ In, el diám(Ui) <
ε

2
, A ⊂ ∪ni=iUi ⊂ N(A,

ε

2
), y que A ∩ Ui 6= ∅. Por lo anterior,

A ∈ 〈U1, . . . , Un〉. Sean B ∈ 〈U1, . . . , Un〉 y a ∈ A, entonces existe un ı́ndice i ∈ In,
tal que a ∈ Ui. Además, existe b ∈ B ∩ Ui, por lo que d(a, b) ≤ diám(Ui) < ε, es de-
cir, A ⊂ N(B, ε). De manera similar B ⊂ N(A, ε). Por el Lema 1.2.11, Hd(A,B) < ε, y
aśı 〈U1, . . . , Un〉 ⊂ BH(A, ε).

. �
El siguiente lema es útil para probar que la intersección de continuos anidados es un

continuo. Además, servirá para probar algunos teoremas del siguiente caṕıtulo.
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Lema 1.2.13. Sea (Xn) una sucesión de espacios métricos compactos tal que para cada
n ∈ N, Xn+1 ⊂ Xn. Sea X = ∩∞i=iXi. Si U es un subconjunto abierto de X1, tal que X ⊂ U ,
entonces existe N ∈ N tal que Xn ⊂ U para todo n ≥ N . En particular, si para todo n ∈ N,
Xn 6= ∅, entonces X 6= ∅.

Demostración. Supongamos que el enunciado es falso, entonces podemos suponer que
para todo n ∈ N existe xn ∈ Xn \ U . Aśı, existe una sucesión de elementos (xn)n∈N en
X1 \ U . Por la compacidad de X1 \ U , podemos suponer que existe p ∈ X1 \ U tal que la
sucesión (xn)n∈N converge a p. Sea k ∈ N, puesto que Xn+1 ⊂ Xn, entonces para cada i ≥ k,
xi ∈ Xk. Aśı (xi)i≥k ⊂ Xk, por lo que p ∈ Xk. Entonces, p ∈

⋂∞
i=iXi = X ⊂ U , lo cual es

una contradicción. Para probar la segunda parte, supongamos que para cada n ∈ N, Xn 6= ∅.
Si ocurriera que X = ∅, entonces tomando U = ∅, se tiene que X ⊂ U , y por lo anterior
existe N ∈ N tal que XN ⊂ U = ∅, es decir, XN = ∅, lo cual es falso.

. �
Una manera de construir continuos es tomar la intersección de continuos anidados. Esto

es lo que garantiza el siguiente resultado.

Proposición 1.2.14. Sea (Xn) una sucesión de continuos tal que para cada n ∈ N, Xn+1 ⊂
Xn, entonces X =

⋂∞
i=1Xi es un continuo.

Demostración. Por el Lema 1.2.13, X es un espacio métrico no vaćıo, y es compacto al
ser cerrado. Mostremos que X es conexo. Supongamos que no lo es, por lo que X = A ∪B,
con A y B subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos de X. En particular, A y B son com-
pactos, y por la normalidad de X1, existen subconjuntos abiertos y ajenos de X1, V y W ,
tales que A ⊂ V y B ⊂ W . Sea U = V ∪W , se sique que X = A ∪ B ⊂ U y, por el Lema
1.2.13, existe un N ∈ N, tal que XN ⊂ U = V ∪W . Por la conexidad de XN , podemos
suponer sin perdida de generalidad que XN ⊂ V , pero entonces B ⊂ X ⊂ XN ⊂ V , es decir,
B ⊂ V ∩W , lo cual es falso.

. �

Ejemplo 1.2.15. Sean X0 = [0, 1]2 el cuadrado unitario en R2, X1 = X0 \ C1, donde C1

es un cuadrado (oscuro) como se muestra en el inciso (b), sea X2 = X1 \ C2, con C2 los
cuadrados en oscuro del inciso (c). De manera inductiva se define Xn, para cada n ∈ N (para
n = 3 y n = 4 se vizualiza en los incisos (d) y (e), respectivamente). Por la Proposición
1.2.14, X = ∩∞i=0Xi es un continuo. A este continuo X se le llama Carpeta de Sierpinski.
La figura indica la construcción de dicho continuo.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3 (d) Paso 4 (e) Paso 5

Carpeta de Sierpinski

1.2.2. Compacidad de hiperespacios

En esta sección se prueba, entre otras cosas, que los hiperespacios 2X , C(X) y Fn(X) son
continuos, si X es un continuo. Iniciamos con el siguiente resultado que nos proporciona una
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métrica para el espacio Xn. La prueba, siendo elemental de la teoŕıa de espacios métricos,
se deja de ejercicio al lector.

Lema 1.2.16. Sea (X, d) un espacio métrico. La función D : Xn×Xn −→ [0,∞), definida
por

D[(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)] = máx{d(x1, y1), . . . , d(xn, yn)},

es una métrica para Xn.

El siguiente lema garantiza que la métrica definida en el lema anterior, induce la topo-
loǵıa producto.

Lema 1.2.17. La topoloǵıa para Xn, inducida por la métrica D del Lema 1.2.16, coincide
con la topoloǵıa producto para Xn.

Una prueba a este lema se puede encontrar en [4]. Ahora veamos que Fn(X) es compacto
y conexo, para ello mostremos el siguiente resultado.

Proposición 1.2.18. Sea (X, d) un espacio métrico. La función g : Xn −→ Fn(X), definida
por

g(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn},

es continua y suprayectiva.

Demostración. Cada elemento de Fn(X) se puede escribir de la forma {x1, . . . , xn},
donde por supuesto, puede ser que xi = xj para algunos i, j ∈ In e i 6= j. Se tiene que
g(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}, es decir, g es sobreyectiva. Por el Lema 1.2.17, podemos consi-
derar a Xn con la métrica D definida en 1.2.16. Sea ε > 0, se probará que g es uniformemente
continua. En efecto, sean (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Xn tales que

D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx{d(x1, y1), . . . , d(xn, yn)} < ε,

entonces d(xi, yi) < ε, para todo i ∈ In. Por lo que {x1, . . . , xn} ⊂ N(ε, {y1, . . . , yn}), y
{y1, . . . , yn} ⊂ N(ε, {x1, . . . , xn}). Aśı Hd({x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn}) < ε, es decir,

Hd(g(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , yn)) < ε,

por lo que g es uniformemente continua.

. �
Estamos listos para mostrar que el hiperespacio Fn(X) es un continuo.

Teorema 1.2.19. Sea X un continuo y n ∈ N, entonces el hiperespacio Fn(X) es compacto
y conexo.

Demostración. Por el Teorema de Tychonoff, el espacio Xn es compacto, pues X es
compacto. Además, se sabe que Xn es conexo si X es conexo. Por la Proposición 1.2.18,
Fn(X) es la imagen continua de un conjunto compacto y conexo, por lo que Fn(X) es com-
pacto y conexo.

. �

Corolario 1.2.20. Para cada n ∈ N y X un continuo, el hiperespacio Fn(X) es un continuo.
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Ahora mostremos que 2X es un continuo. Primero veamos que es compacto.

Teorema 1.2.21. Si X es un espacio métrico compacto entonces 2X es compacto.

Demostración. Por el Teorema 1.2.10, el conjunto

P = {Γ(U) : U ∈ τ} ∪ {Λ(U) : U ∈ τ}

es una subbase para la topoloǵıa de Vietoris. Sean
∑

y Ω dos conjuntos de ı́ndices. Puesto
que P es una subbase, elijamos  L ⊂P, digamos L = {Γ(Uσ) : σ ∈

∑
} ∪ {Λ(Vw) : ω ∈ Ω},

tal que 2X = ∪L. Se sigue que

2X = [∪σ∈∑Γ(Uσ)] ∪ [∪ω∈ΩΛ(Vω)].

Sea Y = X \ ∪ω∈ΩVω. Si Y = ∅, X = ∪ω∈ΩVω y, por la compacidad de X, existe ω1, . . . , ωn
tales que X = ∪ni=1Vωi . Por lo tanto, 2X = ∪ni=1Λ(Vωi), es decir, 2X es compacto. Suponga-
mos Y 6= ∅. Se sigue que Y /∈ Λ(Vω), para todo ω ∈ Ω. Además, notemos que Y es cerrado
en X, aśı Y ∈ 2X . Existe entonces α ∈

∑
tal que Y ∈ Γ(Uα), por lo que Y ⊂ Uα. Aśı,

X \ Uα ⊂ X \ Y = ∪ω∈ΩVω. Como X \ Uα es un conjunto cerrado no vaćıo, X \ Uα es
compacto, por lo que existen ω1, . . . , ωm tales que X \ Uα ⊂ ∪mi=1Vωi

.
Afirmamos que 2X = Γ(Uα) ∪ [∪mi=1Λ(Vωi)]. En efecto, sea A ∈ 2X , entonces A ⊂ Uα o
A ∩ (X \ Uα) 6= ∅, es decir, A ∈ Γ(Uα) o A ∩ (∪mi=1Vωi) 6= ∅. Si A ∩ (∪mi=1Vωi) 6= ∅, existe
j ∈ Im tal que A∩Vωj

6= ∅, aśı A ∈ ∪ni=1Λ(Vωi
). Por lo tanto, A ∈ Γ(Uα) o A ∈ ∪ni=1Λ(Vωi

).

. �
Para mostrar la conexidad de 2X necesitamos el siguiente resultado.

Lema 1.2.22. El conjunto F (X) = ∪∞n=1Fn(X) es denso en 2X

Demostración. Sean A ∈ 2X y ε > 0. Por la compacidad de A, existen a1, . . . , an ∈ A
tales que A ⊂ ∪ni=1B(ai, ε) = N({a1, . . . , an}, ε). Además, {a1, . . . , an} ⊂ A ⊂ N(A, ε), por
lo que H(A, {a1, . . . , an}) < ε. Como {a1, . . . , an} ∈ F (X)∩BH(A, ε), F (X) es denso en 2X .

. �

Teorema 1.2.23. Si X es un continuo, entonces 2X es un continuo.

Demostración. Sea g la función definida en la Proposición 1.2.18, entonces g(Xn) =
Fn(X), para todo n ∈ N. Puesto que Fn(X) es conexo y F1(X) ⊂ Fn(X), para todo n ∈ N,
entonces F (X) = ∪∞n=1Fn(X) es conexo, pues es la unión de conexos que intersecan a un
conexo en común, a saber F1(X). Aśı, F (X) es conexo. Por el Lema 1.2.22, 2X = F (X), por
lo que 2X es conexo. Por el Teorema 1.2.21, 2X es compacto, por lo tanto, 2X es un continuo.

. �
Mostraremos que C(X) es un continuo. Comenzaremos definiendo el siguiente concepto.

Definición 1.2.24. Sean (X, d) un espacio métrico y ε > 0. Una (d, ε)−cadena en X es
un subconjunto finito {x1, . . . , xn} de X tal que d(xi, xi+1) < ε, para todo i ∈ In−1.

Decimos que una (d, ε)−cadena {x1, . . . , xn} de X con p = x1 y q = xn, va de p a q. Si
no importa el orden, diremos que une a p con q.

Si Z es un subconjunto de X, diremos que Z es (d, ε)−encadenado si cualesquiera dos
puntos de Z pueden ser unidos por una (d, ε)−cadena en Z. Si Z es (d, ε)− encadenado para
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todo ε > 0, decimos que Z es d-bien encadenado. Veremos en el Corolario 1.2.26, que todo
espacio métrico es d-bien encadenado. Para este fin, mostraremos antes el siguiente resultado.

Lema 1.2.25. Sean (X, d) un espacio métrico, Z ⊂ X y ε > 0. Entonces

C (Z, ε) = {x ∈ X : existe z ∈ Z tal que existe una (d, ε)− cadena que une a x con z},

es un subconjunto abierto y cerrado de X.

Demostración. Sea x ∈ C (Z, ε), entonces existen z ∈ Z y {x1, . . . , xn} ⊂ X tales que
x1 = x, xn = z, y d(xi, xi+1) < ε, para cada i ∈ {1, . . . , n−1}. Veamos que B(x, ε) ⊂ C (Z, ε).
En efecto, sea y ∈ B(x, ε), el conjunto {y, x1, . . . , xn} es una (d, ε)− cadena que une a y con
xn = z, es decir, y ∈ C (Z, ε). Por lo tanto, C (Z, ε) es un conjunto abierto. Probemos ahora
que C (Z, ε) es cerrado. Sea y ∈ C (Z, ε). Se sigue que existe x ∈ B(y, ε)∩C (Z, ε), por lo que
x ∈ C (Z, ε), y y ∈ B(x, ε). Aśı, y ∈ C (Z, ε), por lo que C (Z, ε) es cerrado.

. �
Un razonamiento similar al anterior muestra el siguiente resultado.

Corolario 1.2.26. Todo espacio métrico conexo (X, d) es d-bien encadenado.

Demostración. Sean X un espacio conexo y ε > 0. Dado x ∈ X, consideremos

C ({x}, ε) = {x′ ∈ X : existe una (d, ε)− cadena que une a x′ con x}.

Claramente x ∈ C ({x}, ε) y aśı por la conexidad de X y el Lema 1.2.25, C ({x}, ε) = X.
Concluimos que X es d−bien encadenado.

. �
Para probar la compacidad de C(X) utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.2.27. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y (An)∞n=1 una sucesión de elemen-
tos en 2X que converge a un elemento A ∈ 2X . Si para todo n ∈ N, An es (d, εn)−encadenado,
donde (εn)∞n=1 es una sucesión que converge a cero, entonces A ∈ C(X).

Demostración. Supongamos que A no es conexo en 2X . Tenemos que A = K ∪L, con
K y L cerrados y ajenos no vaćıos de A, y por tanto de X. Por la normalidad de X, existen
U y V subconjuntos abiertos de X tales que K ⊂ U , L ⊂ V y U ∩ V = ∅. Aśı, A ∈ 〈U, V 〉,
por lo que existe N1 ∈ N tal que para todo n ≥ N1, An ∈ 〈U, V 〉. Sea δ = d(U, V ) > 0,
como (εn)∞n=1 converge a cero, existe N2 ∈ N tal que para todo n ≥ N2, εn < δ. Sean
N =máx{N1, N2} y n ≥ N , entonces An ∈ 〈U, V 〉, por lo que An ∩ U 6= ∅, An ∩ V 6= ∅,
An ⊂ U ∪V y An es (d, εn)−encadenado. Sean x ∈ An∩U , y y ∈ An∩V . Se sique que existe
una (d, ε)−cadena {x1, . . . , xr} ⊂ An, con x1 = x y xr = y. Sea m =máx{i ∈ Ir : xi ∈ U}.
Notemos que m 6= r, pues xr = y ∈ V , por lo que xm ∈ U y xm+1 /∈ U . Ya que An ⊂ U ∪V ,
xm+1 ∈ V , pero entonces δ = d(U, V ) ≤ d(xm, xm+1) < εn < δ, lo cual es una contradicción.
Se concluye que A ∈ C(X).

. �
Estamos listos para probar que C(X) es compacto.

Teorema 1.2.28. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces C(X) es compacto.
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Demostración. Por el Teorema 1.2.21, 2X es compacto. Mostraremos que C(X) es
cerrado en 2X . Sea (An)∞n=1 una sucesión de elementos en C(X) que converge a un elemento
A ∈ 2X . En particular, (An)∞n=1 ⊂ 2X . Consideremos (εn)∞n=1, una sucesión de números
mayores que cero, que convergen a cero. Puesto que An es conexo, para cada n ∈ N, por el
Corolario 1.2.26, An es (d, εn)−encadenado. Por el Lema 1.2.27, A es conexo, es decir, C(X)
es cerrado.

. �
Si un espacio métrico (X, d) es compacto, se puede probar que C(X) es arco conexo. Para

probar esta afirmación se necesita un estudio más profundo de algo llamado arcos ordenados
en C(X). Una demostración al siguiente teorema se puede encontrar en [9, Teorema 14.9].

Teorema 1.2.29. Si X es un continuo entonces C(X) es arco conexo.

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.2.30. Si X es un continuo entonces C(X) es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.2.28, C(X) es compacto y, por el Teorema 1.2.29,
C(X) es conexo. Por lo tanto, C(X) es un continuo.

. �
Una consecuencia inmediata del Teorema 1.2.28, es el siguiente corolario.

Corolario 1.2.31. Si X es un espacio métrico compacto, entonces cada sucesión de sub-
continuos de X tiene una subsucesión convergiendo a un subcontinuo de X, por lo que cada
sucesión convergente de subcontinuos de X tiene un subcontinuo de X como su ĺımite.

1.2.3. Productos simétricos

En esta sección se dan algunos resultados que son importantes en los productos simétri-
cos. Las siguientes dos definiciones son de gran importancia para la tesis pues la usaremos
en cada sección del siguiente caṕıtulo.

Definición 1.2.32. Decimos que una función f : X −→ Y entre espacios métricos es un
mapeo si f es una función continua y sobreyectiva.

Definición 1.2.33. Para n, k ∈ N, con k ≤ n y A = {a1, . . . , ak} un elemento arbitrario de
Fn(X), definimos la función Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ), por

Fn(f)(A) = {f(a1), . . . , f(ak)}.

A la función Fn(f) le llamaremos función inducida por f.

Notemos que como subconjuntos, Fn(f)(A) = f(A). Dado un mapeo f : X −→ Y entre
espacios métricos, surge de manera natural definir las funciones inducidas por f para los
hiperespacios 2X , C(X), Cn(X), etcétera. En la presente tesis estudiaremos el producto
simétrico de X, Fn(X), cuando X es un continuo.

El siguiente teorema garantiza la continuidad y sobreyectividad de Fn(f), si f es un
mapeo.
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Teorema 1.2.34. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos. Si f : X −→ Y es un mapeo,
entonces la función Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo.

Demostración. Sea B = {b1, . . . , br} ∈ Fn(Y ). Cómo f es sobreyectiva, para ca-
da i ∈ Ir, existe ai ∈ f−1(bi). Por lo tanto, A = {a1, . . . , ar} ∈ (Fn(f))−1(B). Para
probar la continuidad de Fn(f), sean A = {a1, . . . , ar} ∈ Fn(X), con r ≤ n, y ε > 0.
Demostraremos que existe δ > 0 tal que Fn(f)(BHd

(A, δ)) ⊆ BHd′ (Fn(f)(A), ε). Defina-
mos A′ = {a′1, . . . , a′k} = Fn(f)(A), con k ≤ r. Es decir, queremos mostrar que para todo
B′ = {b′1, . . . , b′s} ∈ Fn(f)(BHd

(A, δ)), B′ ∈ BHd′ (A
′, ε), es decir, que Hd′(A

′, B′) < ε. Por
el Lema 1.2.11, mostraremos que A′ ⊂ Nd′(B′, ε) y B′ ⊂ Nd′(A′, ε).
En efecto, ya que f es continua, para cada i ∈ Ir, existe δi > 0 tal que f(Bd(ai, δi)) ⊂
Bd′(a

′
i, ε), para algún i ∈ Ik. Sea δ :=mı́n{δ1, . . . , δr} > 0, entonces para cada i ∈ Ir,

f(Bd(ai, δ)) ⊆ Bd′(a′i, ε). (1)

SeaB′ = {b′1, . . . , b′s} ∈ Fn(f)(BHd
(A, δ)), entonces existeB = {b1, . . . , bm} ∈ BHd

(A, δ),
con s ≤ m ≤ n, tal que Fn(f)(B) = B′, Aśı, tenemos que Hd(A,B) < δ, es decir,

A ⊂ Nd(B, δ) y B ⊂ Nd(A, δ). (2)

Mostremos que B′ ⊂ Nd′(A
′, ε). Sea i ∈ Is, y supongamos que d′(b′i, a

′
j) ≥ ε para todo

j ∈ Ik. Aśı, para algún α ∈ Im tal que f(bα) = b′i, se tiene por (1) que bα /∈ Bd(aj , δ) para
todo j ∈ Ik, pero esto contradice que B ⊂ Nd(A, δ) en (2). Por lo tanto, existe j ∈ Ik tal
que d′(b′i, a

′
j) < ε, es decir, B′ ⊂ Nd′(A′, ε).

Para la otra contención, sea a′ ∈ A′. Existe aj ∈ A, para algún j ∈ Ir, tal que f(aj) = a′. Pa-
ra esta j ∈ Ir, por (2), existe α ∈ Im tal que d(bα, aj) < δ, lo cuál implica que bα ∈ Bd(aj , δ)
y, por (1), para algún i ∈ Is, se tiene que f(bα) = b′i ∈ Bd′(a′, ε), es decir, d′(a′, b′i) < ε, y
aśı A′ ⊂ Nd′(B′, ε).

. �
Denotemos por Top′ a la cetegoria de espacios topológicos, entonces la función inducida

por f , Fn(f), define un funtor Fn(f) : Top′ −→ Top′, con los mapeos como sus morfismos.
Esto es lo que garantiza la siguiente proposición.

Proposición 1.2.35. Sean X, Y y Z espacios topológicos, f : X −→ X, g : Y −→ Z, y
h : X −→ Y mapeos, y A un elemento de Fn(X). Tenemos que
(i) Fn(f) = IdFn(X) si f es el mapeo identidad (f = IdX).
(ii) Fn(g ◦ h) = Fn(g) ◦ Fn(h).

Demostración.
(i) Fn(f)(A) = f(A) = A
(ii) Fn(g ◦ h)(A) = (g ◦ h)(A) = g(h(A)) = g(Fn(h)(A)) = Fn(g)(Fn(h)(A)) = (Fn(g) ◦
Fn(h))(A).

. �
De la proposición anterior tenemos que Fn(f) lleva la identidad en la identidad y que

distribuye composiciones.

El siguiente teorema generaliza al Teorema 1.2.34. Una demostración al teorema siguien-
te se puede encontrar en [9, Teorema 13.3].

Teorema 1.2.36. Sean X y Y espacios métricos compactos, y sea f : X −→ Y una fun-
ción continua. Definamos 2f : 2X −→ 2Y por 2f (A) = f(A), para cada A ∈ 2X . Sea
C(f) = 2f |C(X) : C(X) −→ C(Y ). Entonces, 2f (y aśı C(f)) es continua.
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Dada una colección finita, U1 . . . , Um, de subconjuntos de un espacio X, 〈U1, . . . , Um〉n,
denota el siguiente subconjunto de Fn(X):{

A ∈ Fn(X) : A ⊂
m⋃
i=1

Ui, y A ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ Im

}
.

Se sigue del Teorema 1.2.10, que la familia de todos los subconjuntos de Fn(X) de la
forma 〈U1, . . . , Um〉n, donde cada Ui es un subconjunto abierto de X, forma una base para
la topoloǵıa del subespacio (inducida por la topoloǵıa de Vietoris de CL(X)) de Fn(X).

Lema 1.2.37. Sea (X, d) un continuo, entonces la función h : X −→ F1(X), definida por
h(x) = {x}, es un homeomorfismo.

Demostración. Claramente la función h es biyectiva. Afirmamos que h(U) = 〈U〉1. En
efecto, sea A ∈ h(U), entonces existe x ∈ U tal que A = h(x), es decir, A = {x} ⊂ U , por
lo que A ∈ 〈U〉1. Sea A ∈ 〈U〉1, entonces A ⊂ U y |A| = 1, entonces existe x ∈ X tal que
{x} = A ⊂ U , por lo que x ∈ U y h(x) = A. Es decir, A ∈ h(U). Por lo tanto, h(U) = 〈U〉1.
Si U es un subconjunto abierto de X, entonces por el comentario antes de este lema se tiene
que 〈U〉1 es un abierto básico de F1(X), por lo que 〈U〉1 es un abierto en F1(X). Por lo
tanto, h es una función abierta.
Mostremos que h es continua. Sean x ∈ X y ε > 0. Queremos probar que existe δ > 0 tal
que h(Bd(x, δ)) ⊂ BHd

(h(x), ε). En efecto, sean δ = ε y A ∈ h(Bd(x, δ)) = 〈Bd(x, δ)〉1. Aśı,
|A| = 1, digamos A = {y}, para algún y ∈ X. Como {y} ⊂ Bd(x, δ) = Bd(x, ε), d(x, y) < ε,
por lo que Hd({x}, {y}) < ε. Por lo tanto, {y} = A ∈ BHd

({x}, ε) = BHd
(h(x), ε). Con esto

h es biyectiva, abierta y continua, lo cual hace que h sea un homeomorfismo.

. �
Una prueba al siguiente teorema se puede encontrar en [11, Lema 3].

Teorema 1.2.38. Si (X, d) es un continuo, n ≥ 2, {x1, . . . , xr} ∈ Fn(X), y ε > 0 son tales
que d(xi, xj) < ε, para cada xi, xj ∈ {x1, . . . , xr} y xi 6= xj, entonces

Fn(X) \ 〈Bd(x1, ε), . . . , Bd(xr, ε)〉n

es conexo.

El siguiente corolario garantiza que para n ≥ 2, el complemento de cualquier elemento
A ∈ Fn(X) es conexo.

Corolario 1.2.39. Sea (X, d) un continuo. Si n ≥ 2 y p = {x1, . . . , xr} ∈ Fn(X), entonces
Fn(X) \ {p} es conexo.

Demostración. Sea N ∈ N tal que
1

N
< mı́n {d(xi, xj) : xi, xj ∈ {x1, . . . , xr} y xi 6=

xj}. Notemos que {x1, . . . , xr} = ∩∞l=N 〈B(x1, l), . . . , B(xr, l)〉n. Por el Teorema 1.2.38 y,
para cada l ≥ N , Fn(X) \ 〈B(x1,

1
l ), . . . , B(xr,

1
l )〉n es conexo. Aśı, Fn(X) \ {x1, . . . , xr} =

Fn(X) \ ∩∞l=N 〈B(x1,
1
l ), . . . , B(xr,

1
l )〉n = ∪∞l=NFn(X) \ 〈B(x1,

1
l ), . . . , B(xr,

1
l )〉n, y es co-

nexo al ser unión de conjuntos conexos con intersección no vaćıa.

. �
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1.3. Conexidad en espacios

Esta sección está dividida en dos subsecciones donde se dan definiciones y resultados
importantes referentes a la conexidad de espacios topológicos.

Definición 1.3.1. Sean X un espacio topológico, y U y V subconjuntos de X. Decimos que
U y V están separados si

U ∩ V = ∅ = U ∩ V .

Diremos que U y V forman una separación de X, y lo denotaremos por X = U |V , si
X = U ∪ V , U 6= ∅ 6= V , y U y V están separados.

Recordemos que un espacio topológico X es conexo si no existen subconjuntos abiertos
U y V en X satisfaciendo que X = U ∪ V , U 6= ∅ 6= V , y U ∩ V = ∅. El siguiente lema
establece una equivalencia muy útil de la conexidad.

Lema 1.3.2. Si X es un espacio topológico, y A es un subconjunto de X, entonces A es no
conexo si y sólo si existe una separación de A.

Demostración. Supongamos que A no es conexo, entonces existen U y V subcon-
juntos abiertos en A tales que A = U ∪ V , U 6= ∅ 6= V , y U ∩ V = ∅. Mostremos que
U ∩ V = ∅ = U ∩ V . En efecto, supongamos que existe x ∈ U ∩ V . Como V es abierto de A
que contiene a x, y x ∈ U , entonces U ∩ V 6= ∅, lo cual es falso. Aśı, U ∩ V = ∅. De manera
similar se prueba que U ∩ V = ∅. Por lo tanto, U y V forman una separación de A.
Para el regreso, supongamos que existe una separación de A. Se sigue que existen U y
V subconjuntos de A, tales que A = U ∪ V , U, V 6= ∅, y U ∩ V = ∅ = U ∩ V . Ya que
U ∩ V ⊂ U ∩ V = ∅, tenemos que U ∩ V = ∅. Mostremos que U y V son cerrados en A.
En efecto, U = U ∩ A = U ∩ (U ∪ V ) = (U ∩ U) ∪ (U ∩ V ) = U ∪ ∅ = U . Aśı, U es ce-
rrado en A. De manera similar se prueba que V es cerrado en A. Por lo tanto, A no es conexo.

. �
El siguiente lema garantiza que una componente de la preimagen de un continuo, es un

continuo.

Lema 1.3.3. Si X y Y son espacios métricos compactos, f : X −→ Y es un mapeo, B un
subcontinuo de Y , y A una componente de f−1(B), entonces A es un subcontinuo de X.

Demostración. Por definición A es conexo en X. Como B es un subcontinuo de Y , B
es un cerrado en Y . Como f es continua, f−1(B) es un cerrado en X. Como A es cerrado
en un cerrado, A es cerrado en X, el cual es compacto, es decir, A es compacto en X. Como
f es sobreyectiva A 6= ∅, por lo tanto, A es un subcontinuo de X.

. �

1.3.1. Teoremas de golpes en la frontera

En esta sección demostraremos teoremas importantes que serán útiles en el siguiente
caṕıtulo.

Lema 1.3.4. Sean (X, d) un espacio métrico, y (An)∞n=1 una sucesión de elementos en 2X

que converge a A ∈ 2X . Se tiene que, p ∈ A si y sólo si existe (an)∞n=1 una sucesión de
elementos en X que converge a p y, para todo n ∈ N, an ∈ An.
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Demostración. Supongamos que p ∈ A. Sea ε1 > 0 tal que Hd(A1, A) < ε1. Por el
Lema 1.2.11, A ⊂ N(A1, ε1). Como p ∈ A, existe a1 ∈ A1 tal que d(p, a1) < ε1. Aśı, para
n ∈ N, sea εn > 0 y an ∈ An tales que d(p, an) < εn. Notemos que como la sucesión (An)∞n=1

converge a A, podemos pedir que la sucesión (εn)∞n=1 converja a cero. Sea ε > 0. Como la
sucesión(εn)∞n=1 converge a cero, existe N ∈ N tal que, para toda n > N , 0 < εn < ε. Por lo
tanto, si n > N , d(p, an) < εn < ε. Hemos probado que la sucesión (an)∞n=1 converge a p, y
an ∈ An para cada n ∈ N.
Para el regreso, sea ε > 0. Como la sucesión (an)∞n=1 converge a p, existe N ∈ N tal que
d(an, p) <

ε
2 , para todo n ≥ N . De la misma manera, como la sucesión (An)∞n=1 converge a

A, existe K ∈ N tal que Hd(An, A) < ε
2 , para cada n ≥ K. Sean M = máx {N,K} y r ≥M .

Como Hd(Ar, A) < ε
2 , Ar ⊂ N(A, ε2 ). Aśı, para ar ∈ Ar, existe xr ∈ A tal que d(ar, xr) <

ε
2 .

Se sique que si n ≥ M , d(p, xn) ≤ d(p, an) + d(an, xn) < ε
2 + ε

2 = ε. Hemos probado que la
sucesión (xn)∞n=1 de elementos de A, converge a p. Como A ∈ 2X , A es cerrado en X. Por
lo tanto, p ∈ A.

. �
El siguiente teorema se conoce como el Teorema del cable cortado.

Teorema 1.3.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y A,B subconjuntos cerrados no
vaćıos de X. Si ningún subconjunto conexo (o quivalentemente, ninguna componente) de X
intersecta a A y B, entonces X = X1 ∪ X2, con X1 y X2 subconjuntos cerrados y ajenos
tales que A ⊂ X1, y B ⊂ X2.

Demostración. Supongamos que para todo n ∈ N, existe Kn una (d, 1
2n )−cadena que

une un punto an ∈ A con un punto bn ∈ B. Notemos que para cada n ∈ N, Kn ∈ 2X . Por
el Teorema 1.2.21, 2X es compacto, por lo que podemos suponer que la sucesión (Kn)∞n=1

converge a un elemento K ∈ 2X . Además, como la sucesión (1/2n)∞n=1 converge a cero, por
el Lema 1.2.27, K ∈ C(X). Por otra parte, por la compacidad de X podemos suponer que
la sucesión (an)∞n=1 converge a a ∈ A. De manera similar la sucesión (bn)∞n=1 converge a
b ∈ B. Como an ∈ Kn para todo n ∈ N, entonces por el Lema 1.3.4, a ∈ K ∩ A. De forma
similar b ∈ K ∩B, pero esto implica que K es un conexo que interseca a A y a B, lo cual es
una contradiccıón. Por lo tanto, existe ε > 0 tal que C (A, ε) ∩ B = ∅, con C (A, ε) como se
definió en 1.2.25. Definiendo X1 = C (A, ε), y X2 = X \X1, se tiene el resultado.

. �
Ahora veamos una serie de teoremas que se conocen como Teoremas de golpes en la

frontera. El primero de ellos es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Sean X un continuo y U un subconjunto propio, abierto y no vaćıo de X.
Sea K una componente de U , entonces K∩frX(U) 6= ∅, es decir, K ∩ (X \ U) 6= ∅.

Demostración. Supongamos que K∩frX(U) = ∅. Notemos que K y frX(U) son cerra-
dos en U , y ninguna componente de U interseca a ambos. Por el Teorema 1.3.5, U = M1∪M2,
con M1 y M2 cerrados ajenos de U tales que K ⊂M1 y frX(U) ⊂M2. Sea M3 = M2∪(X\U).
Notemos que M3 es cerrado, X = M1 ∪ M3, y que M1, y M3 son no vaćıos. Además,
M1 ∩M3 = M1 ∩ (M2 ∪ (X \ U)) = M1 ∩ (X \ U) ⊂ U ∩ (X \ U) =frX(U) ⊂ M2. Se sigue
que M1 ∩M3 = ∅. Esto contradice la conexidad de X.

. �
El siguiente resultado es una consecuencia importante del teorema anterior.

Lema 1.3.7. Si X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un subcontinuo
propio no degenerado. Mas aún, si A es un subcontinuo propio de X, y U es un abierto de
X tal que A ⊂ U , entonces existe un subcontinuo B de X tal que A  B ⊂ U .
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Demostración. Mostremos primero la segunda parte. Sean X un continuo, A un sub-
continuo propio de X, y U un subconjunto abierto de X tal que A ⊂ U . Por la normalidad
de X existe un subconjunto abierto V de X tal que A ⊂ V ⊂ V ⊂ U . Sea B la componente
de V que contiene a A, entonces B es un subcontinuo de X tal que A ⊂ B ⊂ V ⊂ U . Por
el Teorema 1.3.6, B∩frX(V ) 6= ∅. Aśı, B ∩ (X \ V ) 6= ∅. Sea b ∈ B ∩ (X \ V ). Puesto que
A ⊂ V , X \ V ⊂ X \A, por lo que b /∈ A, es decir, A  B.
Para la primera parte, sean p, q ∈ X, p 6= q, y U un subconjunto abierto de X tal
que A := {p} ⊂ X \ {q} = U . Por lo anterior, existe B un subcontinuo de X tal que
A  B ⊂ X \ {q}, con lo cual B es no degenerado y propio de X.

. �
El siguiente teorema es conocido como el teorema de golpes en la frontera II.

Teorema 1.3.8. Sea X un continuo y E un subconjunto propio no vaćıo de X. Si K es una
componente de E, entonces clX(K)∩frX(E) 6= ∅ o, equivalentemente clX(K)∩clX(X \E) 6=
∅.

Demostración. Supongamos por el contrario que clX(K)∩clX(X \ E) = ∅. Como
clX(X \ E) 6= ∅ (y clX(K) 6= ∅) se tiene que clX(K) es un subcontinuo propio de X. Sea
U = X\clX(X \E). Tenemos que clX(K) ⊂ U . Por el Lema 1.3.7, existe un subcontinuo B
de X tal que K ⊂clX(K)  B ⊂ U ⊂ E. Aśı, K  B ⊂ E. Esto contradice la maximalidad
de K. Por lo tanto, clX(K)∩clX(X \ E) 6= ∅.

. �
El siguiente corolario es una observación útil a los teoremas anteriores.

Corolario 1.3.9. Sean X, E y K como en el Teorema 1.3.8. Se tiene que:
(i) Si E es abierto entonces clX(K) ∩ (X \ E) 6= ∅.
(ii) Si E es cerrado entonces K∩clX(X \ E) 6= ∅.

Demostración. (i) se sigue del Teorema 1.3.8, y (ii) se sigue del Teorema 1.3.6.

. �

1.3.2. Continuos de Peano

Esta sección es una introducción a los continuos de Peano y está basado en el caṕıtulo
VIII de [13].

Definición 1.3.10. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. Decimos que X es localmen-
te conexo en p si para toda vecindad U de p, existe V un subconjunto abierto y conexo
de X tal que p ∈ V ⊂ U . Decimos que X es localmente conexo si lo es en cada punto de X.

Definición 1.3.11. Un espacio métrico X es llamado un espacio de Peano si es local-
mente conexo. Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo.

Como veremos en el caṕıtulo siguiente, en algunas clases de funciones la hipótesis de que
un continuo sea de Peano será de gran importancia.

Definición 1.3.12. Sean X un espacio topológico, y p ∈ X. Decimos que X es conexo en
pequeño (cik) en p si para cada N vecindad abierta de p, existe una vecindad conexa U de
p tal que p ∈ U ⊂ N . Decimos que X es cik si lo es en cada punto de X.
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Notemos que un espacio localmente conexo en p implica que es conexo en pequeño en p.
Sin embargo, el rećıproco no es cierto. La siguiente figura muestra un continuo X que es cik
en p, pero que no es localmente conexo en p.

El siguiente teorema establece una equivalencia importante entre conexidad local y co-
nexidad en pequeño.

Teorema 1.3.13. Para todo espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:
(1) X es localmente conexo,
(2) Las componentes de subconjuntos abiertos de X son abiertos en X,
(3) X es cik en todo punto.

Demostración. (1) implica (3) es inmediata de las definiciones. Mostremos (3) implica
(2). Para esto, sean U un subconjunto abierto de X, C una componente de U , y x un punto
en C. Como X es cik en x y U es una vecindad abierta de x, entonces existe una vecindad
conexa V de x tal que x ∈ V ⊂ U . Como C es la componente que tiene a x, entonces
V ⊂ C. Aśı, C es un abierto de X. Probemos que (2) implica (1). En efecto, sean x ∈ X, U
un abierto en X que contiene a x, y V la componente de x en U . Por hipótesis, V es abierto
en X. Por lo tanto, X es localmente conexo en x, y aśı es localmente conexo en todo punto.
. �

Los siguientes resultados son importantes en el estudio de continuos de Peano.

Definición 1.3.14. Sea X un espacio métrico. Decimos que un subconjunto no vaćıo Y
de X tiene la propiedad S si para todo ε > 0 existen A1, . . . , An subconjuntos conexos no
vaćıos de Y tales que Y = A1 ∪ · · · ∪An, y diámX(Ai) < ε, para todo i ∈ In.

Teorema 1.3.15. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces (X, d) es un
espacio de Peano.

Demostración. Por el Teorema 1.3.13, mostremos que X es cik. Sean p ∈ X, y
ε > 0. Como X tiene la propiedad S, existen A1, . . . , An subconjuntos conexos no vaćıos
de X tal que X = A1 ∪ · · · ∪ An, y diámX(Ai) < ε

2 , para todo i ∈ {1, . . . , n}. Sea

G =
⋃
{Ai : p ∈ Ai}. Notemos que G es conexo, que el diámX(G) < ε, y que p /∈ X \G. Ya

que, X \G = X\intX(G), p ∈ intX(G). Se sigue que G es una vecindad de p. Por lo tanto,
X es cik en p.

. �
El siguiente resultado muestra que, si además X es compacto, entonces los dos conceptos

son equivalentes.

Teorema 1.3.16. Un espacio métrico compacto no vaćıo es de Peano si y sólo si X tiene
la propiedad S. En particular, un continuo X es de Peano si y sólo si para todo ε > 0, X es
una unión finita de subcontinuos de diámetro menor que ε.
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Demostración. Si X tiene la propiedad S, por el Teorema 1.3.15, X es de Peano.
Para la otra implicación, sea ε > 0. Como X es localmente conexo, para cada x ∈ X, exis-
te un subconjunto abierto y conexo Vx de X tal que x ∈ Vx, y diámX(Vx) < ε. Aśı, la
familia {Vx : x ∈ X} es una cubierta abierta de X que es compacto, por lo que existen
x1, . . . , xn ∈ X tales que X = ∪ni=1Vxi

, es decir, X tiene la propiedad S.
Para la segunda parte, consideremos V xi

los cuales son subcontinuos de X.

. �

Teorema 1.3.17. Si (X, d) es un espacio métrico, y Y es un subconjunto de X tal que Y
tiene la propiedad S, entonces para cualquier subconjunto Z tal que Y ⊂ Z ⊂ Y , Z tiene la
propiedad S. Por tanto, es de Peano.

Demostración. Sea ε > 0, entonces existen A1, . . . , An subconjuntos conexos no vaćıos
de Y tal que Y = ∪ni=1Ai, y diámY (Ai) < ε, para cada i ∈ In. Sea Bi = Z ∩ clY (Ai).
Notemos que para cada i ∈ In, Bi = clZ(Ai). Aśı, cada Bi es conexo, y diámY (Bi) < ε.
Además, ∪ni=1Bi = Z ∩ (∪ni=1clY (Ai)) = Z ∩ Y = Z.

. �

Definición 1.3.18. Sean (X, d) un espacio métrico, y ε > 0. Una S(ε)-cadena es una
colección finita y no vaćıa L = {L1, . . . , Ln} de subconjuntos de X tales que:
(1) Li ∩ Li+1 6= ∅, para cada i ∈ In−1,
(2) Li es conexo para cada i ∈ In,
(3) diámX(Li) < (ε · 2−i), para cada i ∈ In.

Si L es una S(ε)−cadena, entonces cada Li ∈ L es llamado eslabón de L. Si x ∈ L1 y
y ∈ Ln, decimos que L es una S(ε)−cadena de x a y. Si A es un subconjunto de X y ε es
un número mayor que cero, definimos

S(A, ε) = {y ∈ X : existex ∈ A tal que existe unaS(ε)− cadena dex a y}.

Lema 1.3.19. Si (X, d) es un espacio métrico, A un subconjunto no vaćıo de X, y ε > 0,
entonces:
(1) diám(S(A, ε)) ≤ diámX(A) + 2ε,
(2) Si A es conexo, S(A, ε) es conexo,
(3) Si (X, d) tiene la propiedad S, S(A, ε) es abierto en X.

Demostración. (1) Sean x, y ∈ S(A, ε), existen entonces a, b ∈ A y Lx y Ly S(ε)−cadenas
de a a x, y de b a y, respectivamente. Se sigue que, d(x, a) ≤

∑
L∈Lx

diámX(L) <
∑∞
i=1(ε ·

2−i) = ε. De manera similar, d(b, y) < ε. Por lo tanto, d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y) ≤
diámX(A) + 2ε.
(2) Notemos que toda S(ε)−cadena es conexa. Además, S(A, ε) es unión de S(ε)− cadenas,
todas intersecan a A. Por la conexidad de A, S(A, ε) es conexo.
(3) Sea x ∈ S(A, ε), existen a ∈ A, y L = {L1, . . . , Ln} una S(ε)−cadena de a a x. Co-
mo X tiene la propiedad S, por el Teorema 1.3.15, X es de Peano. Se sigue que existe un
subconjunto abierto y conexo U de X tal que x ∈ U , y diámX(U) < (ε · 2−(n+1)). Sea
L′ = {L1, . . . , Ln, Ln+1 = U}. Como x ∈ U ∩ Ln, L′ es una S(ε)− cadena de a a cualquier
punto de U , es decir, U ⊂ S(A, ε), por lo que S(A, ε) es abierto.

. �
El siguiente resultado muestra cuándo los conjuntos de la forma S(A, ε) tienen la pro-

piedad S. Una demostración a este lema se puede encontrar en [13, Proposición 8.7].
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Lema 1.3.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Si X tiene la propiedad S entonces para cada
subconjunto no vaćıo A de X y cada ε > 0, S(A, ε) tiene la propiedad S.

Teorema 1.3.21. Si (X, d) es un espacio métrico con la propiedad S, entonces para to-
do ε > 0, X es la unión finita de conexos, cada uno de los cuales tiene la propiedad S, y
de diámetro menor que ε; más aún, dichos conexos se pueden elegir abiertos o cerrados en X.

Demostración. ComoX tiene la propiedad S,X = ∪ni=1Ai, con Ai conexo y diámX(Ai)
< ε, para cada i ∈ In. Sean Bi = S(Ai,

ε
3 ). Por (2) y (3) del Teorema 1.3.19, Bi es conexo, y

diám(Bi) <
ε
3 + 2ε

3 = ε, respectivamente. Por (3) del mismo Teorema, Bi es abierto. Además,
por el Lema 1.3.20, Bi tiene la propiedad S, para cada i ∈ In. Para tomar cerrados a todos
los conexos, basta considerar clX(Bi), para todo i ∈ In.

. �

Lema 1.3.22. Si Y es un continuo de peano, y B es un subcontinuo de Y , entonces existe
una sucesión {Bi}∞i=1 de subcontinuos de Peano de Y tal que ∩∞i=1Bi = B y, para cada i, el
intY (Bi) contiene a B.

Demostración. Fijemos un entero positivo i. Definamos Bi como sigue. Por el Teorema
1.3.16, Y tiene la propiedad S. Por el Teorema 1.3.21, existen subconjuntos abiertos y cone-
xos U1, . . . , Un de Y tal que para cada k ∈ In, Uk tiene la propiedad S, diámY (Uk) < 1 \ i,
Uk ∩B 6= ∅, y B ⊂ ∪ni=1Uk.
Sea Bi = ∪ni=1Uk. Teniendo aśı definido Bi para cada i, se tiene que la sucesión {Bi}∞i=1

tiene las propiedades descritas (el hecho de que Bi es de peano se sigue del Teorema 1.3.17,
sabiendo que cada Uk es de Peano).

. �
El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del lema anterior.

Corolario 1.3.23. Sean X un espacio localmente conexo y p ∈ X, existe entonces una
sucesión de subcontinuos de X, {Bi}∞i=1, tal que ∩∞i=iBi = {p}, y para cada i, Bi+1 ⊂ Bi y
p ∈ intX(Bi).

Finalizamos esta sección con el siguiente resultado que será útil más adelante, una de-
mostración se puede encontrar en [14, Pág. 50, (4.15)].

Lema 1.3.24. Si Y es un continuo localmente conexo, y ∈ Y es un punto tal que Y \ {y}
es conexo, entonces existe un subconjunto A de Y , que es lo suficientemente pequeño tal que
es abierto, conexo, y ∈ A y Y \A es conexo.



Caṕıtulo 2

Funciones inducidas en los
productos simétricos de
continuos

El estudio de este caṕıtulo está basado principalmente en los art́ıculos [1], [2], [3] y [5].

En lo que sigue de la tesis, salvo que se indique lo contrario, las letras X y Y denotarán
siempre continuos y supondremos que tienen métrica d y d′, respectivamente.

Dada una clase de funciones M, el objetivo principal de cada sección es contestar a las
siguientes preguntas:

(i) Si f : X −→ Y es un mapeo y f ∈ M, ¿Para qué natural n se tiene que el mapeo
Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) pertenece a M?

(ii) Si n es un número natural tal que n ≥ 2, Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo y
Fn(f) ∈M, ¿La función f : X −→ Y pertenece a M?

En algunos casos, estas preguntas se contestan de manera directa a través de resultados
que se ponen y demuestran en cada sección, o se exhibe un ejemplo para probar que alguno
de los mapeos no pertenece a la clase de funciones que se estudia. Cuado pedimos que Y
sea localmente conexo, algunas clases de funciones se preservan al pasar a la función inducida.

2.1. Homeomorfismos

Iniciamos el estudio de las funciones inducidas en los productos simétricos, con la clase
de función que es más común preguntarnos, esta es, la clase homeomorfismos.

Definición 2.1.1. Decimos que una función f : X −→ Y es un homeomorfismo si f es
continua, biyectiva y f−1 es continua.

Veamos algunos resultados previos al teorema principal de esta sección.

Lema 2.1.2. Para cada n ∈ N, la función f : X −→ Y es sobreyectiva si y sólo si la función
Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es sobreyectiva.
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Demostración. Ya probamos en el Teorema 1.2.34 que Fn(f) es sobreyectiva si f
es sobreyectiva. Para la otra implicación, sea y ∈ Y , entonces {y} ∈ Fn(Y ). De manera
que si Fn(f) es sobreyectiva, entonces Fn(f)−1({y}) es no vaćıo. Sea A ∈ Fn(X) tal que
Fn(f)(A) = {y}, entonces f(A) = {y}, por lo que existe x ∈ A ⊂ X tal que f(x) = y, es
decir, f es sobreyectiva.

. �
Mostremos el análogo para funciones inyectivas.

Lema 2.1.3. Para cada n ∈ N, la función f : X −→ Y es inyectiva si y sólo si la función
Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es inyectiva.

Demostración. Supongamos que f es inyectiva. Sean A y B dos elementos distintos en
Fn(X). Como A 6= B, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe p ∈ X con p ∈
A y p /∈ B, entonces f(p) ∈ f(A), pero f(p) /∈ f(B), pues f es inyectiva. Aśı, f(A) 6= f(B),
es decir, Fn(f)(A) 6= Fn(f)(B), por lo que Fn(f) es inyectiva. Supongamos que Fn(f) es
inyectiva. Sean p, q ∈ X, con p 6= q, entonces {p} 6= {q}, por lo que Fn(f)({p}) 6= Fn(f)({q}),
es decir, f(p) 6= f(q); por lo que f es inyectiva.
. �

Con lo anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.1.4. Para cada n ∈ N, la función f : X −→ Y es biyectiva si y sólo si Fn(f)
es biyectiva.

Del Teorema 1.2.34 sabemos que la continuidad de la función f implica la continuidad
de la función Fn(f). Veamos que el rećıproco también es cierto.

Lema 2.1.5. Para cada n ∈ N, si Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es continua, entonces f :
X −→ Y es continua.

Demostración. Sea n ∈ N, p ∈ X, y ε > 0. Supongamos que Fn(f) es continua. Mos-
tremos que existe un número δ > 0 tal que f(Bd(p, δ)) ⊂ Bd′(f(p), ε). Como {p} ∈ Fn(X),
y Fn(f) es continua, existe δ0 > 0 tal que Fn(f)(BHd

({p}, δ0)) ⊂ BHd′ ({f(p)}, ε). Elija-
mos δ = δ0, y sea y ∈ f(Bd(p, δ)). Se sigue que existe q ∈ Bd(p, δ) tal que f(q) = y y,
d(q, p) < δ; es decir, {q} ∈ BHd

({p}, δ), por lo que Fn(f)({q}) = {f(q)} ∈ BHd′ ({f(p)}, ε).
Aśı, d′(f(p), f(q)) < ε, es decir, d′(f(p), y) < ε, por lo tanto, y ∈ Bd′(f(p), ε).

. �

Corolario 2.1.6. Si n ≥ 2 entonces f : X −→ Y es un mapeo si y sólo si Fn(f) es un
mapeo.

Demostración. La sobreyectividad en ambas direcciones se obtiene del Corolario 2.1.4,
la continuidad de Fn(f) se sigue del Teorema 1.2.34 y la continuidad de f del lema anterior.

. �
Mostremos el teorema principal de esta sección.

Teorema 2.1.7. Para cada n ∈ N, la función f : X −→ Y es un homeomorfismo si y sólo
si la función Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un homeomorfismo.

Demostración. Supongamos que f es un homeomorfismo. Por el Corolario 2.1.4, Fn(f)
es biyectiva y, por el Teorema 1.2.34, Fn(f) es continua. Además, notemos que la función
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inversa de Fn(f) es Fn(f)−1 = Fn(f−1) : Fn(Y ) −→ Fn(X). Nuevamente, como f−1 es
continua, por el Teorema 1.2.34, Fn(f−1) es continua. Por lo tanto, Fn(f) es un homeo-
morfismo. Supongamos ahora que Fn(f) es un homeomorfismo. Por el Corolario 2.1.4, f es
biyectiva y, por el Lema 2.1.5, f es continua. Como la función inversa Fn(f)−1 = Fn(f−1)
es continua, entonces la inversa de f , f−1, es continua. Por lo tanto, f es un homeomorfismo.

. �

2.2. Mapeo simple

La clase de mapeos que estudiamos en esta sección son, de manera intuitiva, mapeos casi
inyectivos, pues las preimagenes de conjuntos unipuntuales tienen a lo más dos elementos.

Definición 2.2.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es simple si f−1(y) tiene a lo más
dos elementos para toda y ∈ Y .

El Ejemplo 2.2.4 muestra un ejemplo de un mapeo simple y de uno que no lo es.

El siguiente resultado muesta una condición suficiente para que un mapeo f : X −→ Y
sea un homeomorfismo.

Proposición 2.2.2. Si n ≥ 2, y Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo simple, entonces
f : X −→ Y es un homeomorfismo.

Demostración. Mostraremos que f es inyectiva, pues de serlo, entonces IdX = f−1 ◦f
y por el Lema 2.1.5, f es continua y de la igualdad anterior se tendŕıa que f−1 es continua,
esto implicaŕıa que f es un homeomorfismo. Razonando por contradicción, supongamos que
f no es inyectiva. Sean y ∈ Y , x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, y tal que f(x1) = y = f(x2). Se sigue
que, {x1}, {x2}, {x1, x2} ∈ Fn(f)−1({y}), contradiciendo que Fn(f) es un mapeo simple,
por lo tanto, f es inyectiva, y aśı un homeomorfismo.

. �
El teorema importante de esta sección se obtiene de manera inmediata de la proposición

anterior.

Teorema 2.2.3. Si Fn(f) es un mapeo simple y n ≥ 2, entonces f también lo es.

Demostración. Si Fn(f) es un mapeo simple entonces, por la Proposición 2.2.2, f es
un homeomorfismo; por lo tanto, f es un mapeo simple.

. �
El rećıproco del teorema anterior no se cumple ya que existe un mapeo simple f tal que

Fn(f) no lo es, para cada n ≥ 2. Éste es el siguiente:

Ejemplo 2.2.4. Sea f : S1 −→ S1 el mapeo definido por z 7→ z2. La siguiente figura des-
cribe el comportamiento de la función f sobre un subconjunto A de X.
Notemos que f es un mapeo simple; sin embargo, afirmamos que para cada n ≥ 2, Fn(f) no

es un mapeo simple. En efecto, sean z, z1, z2 ∈ S1 con z1 6= z2 y tales que f(z1) = z = f(z2).
Notemos que {z1}, {z2}, {z1, z2} ∈ Fn(f)−1({z}), por lo que Fn(f) no es un mapeo simple
para todo n ≥ 2.
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2.3. Mapeo abierto

La clase de funciones abiertas es de gran importancia al estudiar propiedades topológicas,
pues esta clase se define en terminos de abiertos de un espacio topológico.

Definición 2.3.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es abierto si f(U) es abierto en Y
para cada subconjunto abierto U de X.

El mapeo f descrito en el Ejemplo 2.3.7 es un ejemplo de un mapeo abierto. Veremos en
ese mismo ejemplo que Fn(f) no es un mapeo abierto para n ≥ 3.

El primer resultado de esta sección nos ayudará a probar que si el mapeo inducido Fn(f)
es abierto, entonces f también lo es.

Lema 2.3.2. Sean X un continuo, n, r ∈ N tales que r ≤ n, y sean U1, . . . , Ur subconjuntos
abiertos de X, entonces

⋃
〈U1, . . . , Ur〉n es un subconjunto abierto de X.

Demostración. Sea x ∈
⋃
〈U1, . . . , Ur〉n. Se sigue que existe Ax ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n tal que

x ∈ Ax. Definamos J = {j ∈ Ir : x ∈ Uj}. Como x ∈ U1 ∪ · · · ∪ Ur, J 6= ∅. Afirmamos que
∩j∈JUj ⊂

⋃
〈U1, . . . , Ur〉n. En efecto, sean y ∈ ∩j∈JUj , y A = {y}∪ (Ax \{x}). Es claro que

A ⊂ U1 ∪ · · · ∪Ur. Además, para k ∈ Ir, A∩Uk = ({y} ∩Uk)∪ [(Ax \ {x})∩Uk], de manera
que si {y} ∩ Uk = ∅, entonces k /∈ J , por lo que x /∈ Uk. Aśı que, (Ax \ {x}) ∩ Uk 6= ∅, es
decir, A ∩ Uk 6= ∅. Por lo tanto, A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n. Aśı, y ∈

⋃
〈U1, . . . , Ur〉n. Como ∩j∈JUj

es un subconjunto abierto de X que contiene a x, concluimos que
⋃
〈U1, . . . , Ur〉n es un

subconjunto abierto de X.

. �
El siguiente corolario garantiza que la unión como subconjuntos de X de los elementos

de un abierto en Fn(X), es un abierto en X.

Corolario 2.3.3. Sean X un continuo, n ∈ N, y C un subconjunto abierto de Fn(X), en-
tonces

⋃
C es un subconjunto abierto de X.

Demostración. Sea x ∈
⋃
C, entonces existe Ax ∈ C tal que x ∈ Ax. Como C

es un abierto en Fn(X), existen U1, . . . , Ur subconjuntos abiertos de X tal que Ax ∈
〈U1, . . . , Ur〉n ⊂ C. Por el Lema 2.3.2,

⋃
〈U1, . . . , Ur〉n es un subconjunto abierto de X,

y claramente x ∈
⋃
〈U1, . . . , Ur〉n ⊂

⋃
C, por lo tanto,

⋃
C es un subconjunto abierto de X.

. �
El primer teorema importante de esta sección es el siguiente.
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Teorema 2.3.4. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo abierto entonces
f es un mapeo abierto.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de X. Como consecuencia a los teo-
remas 1.2.10 y 1.2.12, se tiene que 〈U〉n es un subconjunto abierto de Fn(X). Por lo que
Fn(f)(〈U〉n) es un subconjunto abierto de Fn(Y ) y, por el Corolario 2.3.3, se tiene que⋃

[Fn(f)(〈U〉n)] es un subconjunto abierto de Y . Mostraremos que
⋃

[Fn(f)(〈U〉n)] = f(U).
En efecto, sea y ∈

⋃
[Fn(f)(〈U〉n)], entonces existe B ∈ Fn(f)(〈U〉n) tal que y ∈ B, y

existe A ∈ 〈U〉n tal que Fn(f)(A) = B. Aśı existe a ∈ A ⊂ U tal que f(a) = y, es decir,
y ∈ f(U). Para la otra contención, sean y ∈ f(U) y a ∈ U tales que f(a) = y. Definamos
A = {a} y B = {y}, entonces A ∈ 〈U〉n y Fn(f)(A) = B, aśı B ∈ Fn(f)(〈U〉n), es decir,
y ∈

⋃
[Fn(f)(〈U〉n)]. Concluimos que f(U) es un abierto en Y ; por tanto, f es un mapeo

abierto.

. �
Veamos que el rećıproco es cierto para n = 2.

Teorema 2.3.5. Sea f : X −→ Y un mapeo abierto, entonces F2(f) es un mapeo abierto.

Demostración. Sean U un subconjunto abierto de F2(X), B ∈ F2(f)(U) y A = {p, q} ∈
U tal que F2(f)(A) = B. Como U es abierto, existe ε > 0 tal que BH(A, ε) ⊂ U . Como B(p, ε)
es un subconjunto abierto de X, y como f es abierta, entonces f(B(p, ε)) es un subconjunto
abierto de Y , por lo que para cada r ∈ f(B(p, ε)), existe δr > 0 tal que B(r, δr) ⊂ f(B(p, ε)).
En particular f(p) ∈ f(B(p, ε)), por lo que B(f(p), δf(p)) ⊂ f(B(p, ε)). De manera similar
existe δf(q) > 0 tal que B(f(q), δf(q)) ⊂ f(B(q, ε)). Sea δ :=mı́n{δf(p), δf(q)} > 0. Tenemos
que

B(f(p), δ) ⊂ f(B(p, ε)) y B(f(q), δ) ⊂ f(B(q, ε)).

Si f(p) 6= f(q), entonces podemos pedir a δ tal que B(f(p), δ) ∩B(f(q), δ) = ∅. Afirmamos
que BH(B, δ) ⊂ F2(f)(U). En efecto, sea C = {a, b} ∈ BH(B, δ), entonces Hd(C,B) < δ.
Si f(p) 6= f(q), como B = {f(p), f(q)} ⊂ Nd(C, δ), entonces existen r, s ∈ C tal que
d(f(p), r) < δ y d(f(q), s) < δ, esto obliga a pedir r 6= s, pues si r = s tenemos que

r = s ∈ B(f(p), δ) ∩B(f(q), δ),

lo cual no es cierto por como hemos elegido a δ. Por lo tanto, en caso de que f(p) 6= f(q),
entonces supondremos que a ∈ B(f(p), δ) y b ∈ B(f(q), δ). En el caso f(p) = f(q),
entonces a, b ∈ B(f(p), δ) = B(f(q), δ). Por lo que en ambos casos supondremos que
a ∈ B(f(p), δ) ⊂ f(B(p, ε)) y b ∈ B(f(q), δ) ⊂ f(B(q, ε)). Se sigue que existen x ∈ B(p, ε)
y y ∈ B(q, ε) tales que f(x) = a y f(y) = b. Notemos que Hd({x, y}, A = {p, q}) < ε. Aśı,
{x, y} ∈ BH(A, ε) ⊂ U . Es decir, F2(f)({x, y}) = {f(x), f(y)} = {a, b} = C, por lo tanto
C ∈ F2(f)(U).

. �
Para el caso n ≥ 3, el rećıproco no es cierto. Para dar el ejemplo, necesitamos el siguiente

teorema que generaliza al Teorema 2.3.4.

Teorema 2.3.6. Sean f : X −→ Y un mapeo, n ≥ 3, y Y no degenerado. Si Fn(f) es un
mapeo abierto, entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Ya que Fn(f) es abierto, entonces por el Teorema 2.3.4, f es abierto.
Además, como f es continua y sobreyectiva, bastará probar que f es inyectiva para mos-
trar que f es un homeomorfismo. Supongamos, razonando por contradicción, que f no es
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inyectiva. Aśı, existen x1 y x2 en X tales que x1 6= x2, pero f(x1) = f(x2). Como Y es no
degenerado, entonces existe x3 ∈ X tal que f(x3) 6= f(x1). Sea ε > 0 tal que

B(f(x1), ε) ∩B(f(x3), ε) = ∅. (1)

Por la continuidad de f , existe δ > 0 tal que los conjuntos B(x1, δ), B(x2, δ) y B(x3, δ) son
disjuntos por pares, y

f(B(x1, δ)) ∪ f(B(x2, δ)) ⊂ B(f(x1), ε), (2)

y tal que f(B(x3, δ)) ⊂ B(f(x3), ε). Sea A = {x1, x2, x3}. Como Fn(f) es un mapeo abierto,
entonces Fn(f)(BH(A, δ)) es un subconjunto abierto de Fn(Y ). Como {f(x1), f(x3)} ∈
Fn(f)(BH(A, δ)), entonces existe α > 0 tal que

BH({f(x1), f(x3)}, α) ⊂ Fn(f)(BH(A, δ)).

Podemos suponer que α < ε. Elijamos n− 1 elemntos y1, . . . , yn−1 ∈ B(f(x3), α) \ {f(x3)}
tales que y1 6= yj si i 6= j. Sea L = {f(x1), y1, . . . , yn−1}. Es claro que

L ⊂ BH({f(x1), f(x3)}, α) ⊂ Fn(f)(BH(A, δ)). (3)

Se sigue que existe B ∈ BH(A, δ) tal que Fn(f)(B) = L. Aśı, existen b1, b2 ∈ B tales que
b1 ∈ B(x1, δ) y b2 ∈ B(x2, δ), por lo que b1 6= b2. Además, existen r1, . . . , rn−1 ∈ B tales que
f(ri) = yi para cada i ∈ In−1. Ya que yi 6= yj si i 6= j, entonces ri 6= rj si i 6= j. Note que
f(x1) /∈ B(f(x3), α), pues de lo contrario d′(f(x1), f(x3)) < δ < ε, lo que contradice (1). Por
lo tanto, de (3), como {f(x1), f(x3)} ⊂ N(L, δ), se tiene que existe un ı́ndice i ∈ In−1 tal que
para yi ∈ L, d′(yi, f(x3)) < ε, es decir, f(ri) = yi ∈ B(f(x3), δ). Por (1), f(ri) /∈ B(f(x1), ε)
y, por (2), f(ri) /∈ f(B(x1, δ)) ∪ f(B(x2, δ)). Esto implica que ri /∈ B(x1, δ) ∪B(x2, δ). Aśı,
ri 6= x1, x2. Notemos que los elementos b1, b2, r1, . . . , rn−1 ∈ A son todos distintos; pero esto
es una contradicción, pues A ∈ Fn(X). De la contradicción concluimos que f es inyectiva.

. �
Veamos un contraejemlo para n ≥ 3.

Ejemplo 2.3.7. Sean X = [−1, 1], Y = [0, 1] y f : X −→ Y una función definida por,
f(x) = |x|. Notemos que f es sobreyectiva, continua, abierta, y no inyectiva. Supongamos
que la función inducida Fn(f), para n ≥ 3, es un mapeo abierto. Por el Teorema 2.3.6
tenemos que f es un homeomorfismo, lo cual no es cierto. Concluimos que Fn(f) no es un
mapeo abierto.

2.4. Mapeo monótono

La siguiente clase de función surge de manera natural cuando se hacen cuestionamientos
sobre la conexidad de subconjuntos en X y en Fn(X). Como se verá en algunas secciones más
adelante, si una mapeo pertenece a la clase de funciones monótonos, entonces f pertenece,
en su gran mayoŕıa, a las otras clases de funciones que se estudian en las secciones siguientes.

Definición 2.4.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es monótono si f−1(y) es conexo
para cada y en Y .

A continuación damos un par de ejemplos donde mostramos un mapeo que es monótono
y otro que no.
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Ejemplo 2.4.2. Definamos

I = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [0, 1]},

An = {(x, y) ∈ R2 : x = 1/2n, y ∈ [0, 1/2n−1]},

para cada n = 0, 1, 2, . . ., X = I ∪
⋃∞
i=0Ai y f : X −→ f(X) una función definida por

f((x, y)) =

{
(x, y) si y ≤ x,
(x, x) si x ≤ y.

La siguiente figura describre el comportamiento de la función f , donde f mapea la sec-
ción marcada en negro en el respectivo punto resaltado de cada An y se comporta como la
identidad en la sección marcada de azul. Notemos que f es un mapeo monótono.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos el mapeo f : [−1, 1] −→ [0, 1] definido por f(x) = |x| para
cada x ∈ [−1, 1]. Para cada y 6= 0 se tiene que f−1(y) = {−y, y} no es un subconjunto
conexo. Concluimos que f no es un mapeo monótono.

Los siguientes lemas nos servirán para probar el Teorema 2.4.6 y también nos serán útiles
en secciones posteriores.

Lema 2.4.4. Sean X un continuo, y C1, . . . , Cr subconjuntos conexos de X. Si n ≥ r, en-
tonces 〈C1, . . . , Cr〉n es un subconjunto conexo de Fn(X).
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Demostración. Tomemos dos elementos arbitrarios {x1, . . . , xt} y {y1, . . . , ys} de
〈C1, . . . , Cr〉n. Definamos (x) = {x1, . . . , xt} y (y) = {y1, . . . , ys}. Puesto que para cada
i ∈ Ir, (x)∩Ci 6= ∅ 6= (y)∩Ci, entonces para cada i ∈ Ir, existe xji ∈ Ci para algún ji ∈ It,
y existe yki ∈ Ci para algún ki ∈ Is. Probaremos la siguiente afirmación:

(∗) Existe un subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene a (x) y {xj1 , . . . , xjr}.

Para probar (∗) supongamos que (x) 6= {xj1 , . . . , xjr}. Aśı, {xj1 , . . . , xjr}  (x), por lo
que existe xα ∈ (x) \ {xj1 , . . . , xjr}. Sabemos que xα ∈ Cu para algún u ∈ Ir. Definamos
f : {xj1} × · · · × {xjr} × Cu −→ 〈C1, . . . , Cr〉n por (xj1 , . . . , xjr , c) 7→ {xj1 , . . . , xjr , c}. Es
fácil ver que f es continua. Sea A = f({xj1}×· · ·×{xjr}×Cu). Notemos que A es la imagen
continua de un conexo, por lo que A es un subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n. Además,
{xj1 , . . . , xjr}, {xj1 , . . . , xjr , xα} ∈ A. Si (x) = {xj1 , . . . , xjr , xα}, entonces tenemos que (∗)
está probado.
Supongamos que (x) 6= {xj1 , . . . , xjr , xα}, entonces existe xv ∈ (x) \ {xj1 , . . . , xjr , xα}.
xv ∈ Cv, para algún v ∈ Ir. Aplicando el argumento previo a xv, podemos encontrar un
subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene a {xj1 , . . . , xjr} y {xj1 , . . . , xjr , xα, xv}.
Haciendo el argumento anterior un número finito de veces, se puede obtener un subconjunto
conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene a {xj1 , . . . , xjr} y (x). Esto concluye la prueba de (∗).
Afirmamos que existe un subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene a {xj1 , . . . , xjr}
y {yk1 , . . . , ykr}. Para este fin, definamos f1 : C1×{xj2}×· · ·×{xjr} −→ 〈C1, . . . , Cr〉n, por
(c, xj2 , . . . , xjr ) 7→ {c, xj2 , . . . , xjr}. Notemos que f1 es continua. Consideremos A1 = f(C1×
{xj2}×· · ·×{xjr}). Se sigue que A1 es un subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene
a {xj1 , . . . , xjr} y {yk1 , xj2 , . . . , xjr}. Definamos f2 : {yk1} × C2 × {xj3} × · · · × {xjr} −→
〈C1, . . . , Cr〉n, por (yk1 , c, xj3 , . . . , xjr ) 7→ {yk1 , c, xj3 , . . . , xjr}. Notemos que f2 es continua.
Consideremos A2 = f({yk1}×C2×{xj3}× · · ·×{xjr}). Tenemos que A2 es un subconjunto
conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contiene a {yk1 , xj2 , . . . , xjr} y {yk1 , yk2 , xj2 , . . . , xjr}. Similar-
mente definimos A3, . . . , Ar.
De una manera similar a la prueba dada para (∗), podemos construir un subconjunto conexo
de 〈C1, . . . , Cr〉n que contenga a {yk1 , . . . , ykr} y (y). Aśı, usando los conjuntos A1, . . . , Ar,
podemos construir un subconjunto conexo de 〈C1, . . . , Cr〉n que contenga a los elementos
(x) y (y). Por lo tanto, 〈C1, . . . , Cr〉n es conexo.

. �

Lema 2.4.5. Sea A un subconjunto conexo de 2X tal que A ∩ C(X) 6= ∅, entonces
⋃
A es

un subconjunto conexo de X.

Demostración. Sea A ⊂ 2X tal que A∩C(X) 6= ∅. Supongamos que
⋃
A no es conexo.

Se sigue que existen A1 y A2 subconjuntos cerrados, no vaćıos y disjuntos de
⋃
A, tales que⋃

A = A1 ∪ A2. Sea B ∈ A ∩ C(X). Tenemos que B ⊂ A1 o B ⊂ A2. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que B ⊂ A1. Sean

B1 = {M ∈ A : M ⊂ A1}

y

B2 = {M ∈ A : M ∩A2 6= ∅}.

Ya que B ∈ A y B ⊂ A1, B1 6= ∅. Puesto que A2 6= ∅ y A2 ⊂
⋃
A, B2 6= ∅.

Si existiera L ∈ B1∩B2, entonces L ⊂ A1 y L∩A2 6= ∅, pero esto implica que A1∩A2 6= ∅, lo
cuál es falso, por lo que B1∩B2 = ∅. Mostremos que A = B1∪B2. Es claro que B1∪B2 ⊂ A.
Sea A′ ∈ A, y supongamos que A′ /∈ B2. Aśı, A′ ∩ A2 = ∅, por lo que A′ ⊂ A1, es decir,
A′ ∈ B1. Por lo que A ⊂ B1 ∪B2.
Notemos que B1 es un cerrado en A (por la definición de la topoloǵıa de Vietoris en 1.2.8).
Veamos que B2 es un cerrado en A. En efecto, el complemento de B2 es A\B2 = Γ(

⋃
A\A2),

el cual es un abierto en A, pues
⋃
A \ A2 es un abierto en A. Aśı, B2 es un cerrado en A.

Por lo tanto, B1 y B2 forman una separación de A, lo que contradice la conexidad de A.
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. �
Estamos listos para mostrar el teorema principal de esta sección.

Teorema 2.4.6. Si f : X −→ Y es un mapeo, y n ≥ 2, f es monótono si y sólo si Fn(f)
es monótono.

Demostración. Supongamos que f es un mapeo monónoto. Sea B = {b1, . . . , br} ∈
Fn(Y ), con r ≤ n. Veamos que Fn(f)−1(B) = 〈f−1(b1), . . . , f−1(br)〉n. En efecto, sea
A ∈ Fn(f)−1(B), entonces Fn(f)(A) = f(A) = B, por lo que A ⊆ ∪ri=1f

−1(bi). Sea
i ∈ Ir := {1, . . . , r}, como bi ∈ B = f(A), existe xi ∈ A tal que f(xi) = bi, aśı xi ∈ f−1(bi),
por lo que A ∩ f−1(bi) 6= ∅ para cada i ∈ Ir. Por lo tanto, A ∈ 〈f−1(b1), . . . , f−1(br)〉n.
Sea A ∈ 〈f−1(b1), . . . , f−1(br)〉n. Para cada i ∈ Ir se tiene que A ∩ f−1(bi) 6= ∅, entonces
B ⊂ f(A). Por otra parte, A ⊂ ∪ri=1f

−1(bi), aśı f(A) ⊂ f(∪ri=1f
−1(bi)) = B, entonces

A ∈ Fn(f)−1(B). Como f es monótona, entonces f−1(bi) es conexo para cada i ∈ Ir. Luego
por el Lema 2.4.4, se tiene que Fn(f) es monótono.
Para la otra parte, sea y ∈ Y , entonces {y} ∈ Fn(Y ). Notemos que

⋃
(Fn(f)−1({y})) =

f−1(y). En efecto, sea x ∈
⋃

(Fn(f))−1({y}), se sigue que existe A ∈ (Fn(f)−1({y})) tal
que x ∈ A y f(A) = {y}. Aśı, f(x) = y, por lo que x ∈ f−1(y). Sea x ∈ f−1(y), entonces
{x} ∈ Fn(f)−1({y}), aśı que x ∈

⋃
(Fn(f)−1({y})). Por hipótesis Fn(f)−1({y}) es conexo y,

por el Lema 2.4.5, se sigue que
⋃

(Fn(f)−1({y})) es conexo, es decir, f−1({y}) es conexo.

. �

2.5. Mapeo confluente

En esta sección, aparte de los mapeos confluentes definiremos y veremos resultados sobre
otras clases de funciones que nos ayudarán al estudio de las funciones confluentes.

Definición 2.5.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es confluente siempre que para
cada subcontinuo B de Y , y cada componente C de f−1(B), tenemos que f(C) = B.

El mapeo descrito en el Ejemplo 2.4.3 es un ejemplo de mapeo confluente ya que para ca-
da y ∈ Y , f−1(y) consta de una o dos componentes, a saber {−y} y {y}. De la definición de f
se tiene que f(−y) = y = f(y). El siguiente ejemplo muestra un mapeo que no es confluente.

Ejemplo 2.5.2. Consideremos el mapeo f : X −→ f(X) que identifica los puntos p y q
a un punto r como se identifica en la siguiente figura. Consideremos el subcontinuo B que

está marcado de rojo en f(X) (ver siguiente figura) y notemos que f−1(B) = {{p}, B}. Ya
que f(p) 6= B concluimos que f no es un mapeo confluente.

El siguiente resultado es una generalización del Lema 2.4.5.
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Lema 2.5.3. Sean X un espacio Hausdorff compacto, n ∈ N, y B un subconjunto conexo
de 2X tal que B ∩ Cn(X) 6= ∅, entonces

⋃
B ∈ Cn(X).

Demostración. Supongamos que
⋃
B tiene más de n componentes. Se sigue que existen

subconjuntos A1, . . . , An+1 de X separados por pares y no vaćıos tales que
⋃
B = A1∪· · ·∪

An+1. Sea B ∈ B∩Cn(X), entonces B tiene a lo más n componentes y B ⊂ A1∪· · ·∪An+1.
Supongamos que para algún ı́ndice m, Ai ∩ B 6= ∅ para cada i ∈ Im y, Ai ∩ B = ∅, para
cada i ∈ {m+ 1, . . . , n+ 1}. Aśı que, m ≤ n. Sean

K = {C ∈ B : C ⊂
m⋃
i=1

Ai},

y

L = {C ∈ B : C ∩ (

n+1⋃
i=m+1

Ai) 6= ∅}.

Notemos que K 6= ∅, pues B ∈
⋃m
i=1Ai. Afirmamos que L 6= ∅. En efecto, dado p ∈ An+1 ⊂⋃

B, existe C ∈ B tal que p ∈ C, por lo que C ∩ (∪n+1
i=m+1Ai) 6= ∅, y aśı L 6= ∅. Ya que⋃

B = (∪mi=1Ai)∪ (∪n+1
j=m+1Aj), B = K∪L. Veamos que K y L son subconjuntos separados.

Supongamos, razonando por el contrario, que existe D ∈ cl2X (K)∩L. Definamos Z = {E ∈
2X : E ⊂ clX(A1 ∪ · · · ∪ Am)}. Notemos que, por la definición de la topoloǵıa de Vietoris,
Z es un cerrado en 2X . Además, es claro que K ⊂ Z, por lo que cl2X (K) ⊂ Z, y aśı D ∈ Z.
Ya que D ∈ L, clX(A1 ∪ · · · ∪Am) ∩ (Am+1 ∪ · · · ∪An+1) 6= ∅, lo cual es una contradicción,
pues las uniones (A1 ∪ · · · ∪Am) y (Am+1 ∪ · · · ∪An+1) son separados.
De manera similar, supongamos que existe D ∈ K ∩ cl2X (L). Definamos W = {E ∈ 2X :
E∩clX(Am+1∪· · ·∪An+1) 6= ∅}. Por la topoloǵıa de Vietoris,W es un cerrado en 2X y, como
L ⊂ W, cl2XL ⊂ W, por lo que D ∈ W. Como D ∈ K, clX(Am+1 ∪ · · · ∪An+1)∩ (A1 ∪ · · · ∪
Am) 6= ∅, lo cual es una contradiccion, pues las uniones (A1∪· · ·∪Am) y (Am+1∪· · ·∪An+1)
son separados. Por lo tanto, K y L son subconjuntos separados, lo que implica que B no es
conexo, lo cual es falso. Concluimos que

⋃
B tiene a lo más n componentes.

. �
Si además pedimos que el conjunto B del lema anterior sea compacto, entonces

⋃
B

es un subconjunto cerrado de X. Esto es de utilidad en los mapeos confluentes, pues una
caracteŕıstica de las componentes es que son subconjuntos cerrados.

Lema 2.5.4. Sean X un espacio Hausdorff compacto, n ∈ N, y B un subcontinuo de 2X

tal que B∩Cn(X) 6= ∅, entonces
⋃
B es un subconjunto cerrado con a lo más n componentes.

Demostración. Definamos B =
⋃

B, y sea p ∈ clX(B). Para cada vecindad cerrada M
de p en X, sea AM = {A′ ∈ B : A′∩M 6= ∅}. Puesto que B\AM = {A′ ∈ B : A′ ⊂ X \M}
es un abierto básico en B, se tiene que AM es un subconjunto cerrado (y aśı compacto)
en B. Notemos que si M y N son vecindades cerradas de p en X con M ⊂ N , entonces
AM ⊂ AN . Además, cada AM es no vaćıo, pues que M sea vecindad de p implica que
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M ∩ B 6= ∅, por lo que existe un A′ ∈ B tal que M ∩ A′ 6= ∅, y aśı A′ ∈ AM . Se sigue
que C = {AM : M es una vecindad cerrada de p en X} es una familia de subconjuntos
compactos de B con la propiedad de la intersección finita. De aqúı que ∩C 6= ∅, por lo que
existe A0 ∈ B tal que A0 ∈ AM para cada vecindad cerrada M de p en X, pero esto implica
que p ∈ clX(A0) = A0. Por lo que p ∈ B, y por lo tanto B es un subconjunto cerrado de X.
Para la última parte del lema, como B es en particular conexo con B∩Cn(X) 6= ∅, se sigue
del Lema 2.5.3 que

⋃
B tiene a lo más n componentes. .

. �
El siguiente lema es de gran importancia al dar condiciones necesarias para obtener com-

ponentes en Fn(X).

Lema 2.5.5. Sean f : X −→ Y un mapeo, n ≥ 2, B un subcontinuo de Y , y C una com-
ponente de f−1(B), entonces Fn(C) es una componente de (Fn(f))−1(Fn(B)).

Demostración. Por el Corolario 1.2.20, Fn(C) es un conexo contenido en Fn(X). Es
claro que Fn(C) ⊂ (Fn(f))−1(Fn(B)). Sea C la componente de (Fn(f))−1(Fn(B)) tal que
Fn(C) ⊂ C. Mostremos que

⋃
C es un subcontinuo de X. En efecto, puesto que C es una

componente de (Fn(f))−1(Fn(B)) ⊂ 2X , se tiene que C es conexo en 2X y, puesto que
Fn(C) ⊂ C, existe {x} ∈ Fn(C) ⊂ C tal que {x} ∈ C∩C(X). Por el Lema 2.4.5, se tiene que⋃

C es conexo en X. Mostremos que C es compacto en 2X . Puesto que B es un subcontinuo
de Y , Fn(B) es un subcontinuo de Y (Corolario 1.2.20), por lo que Fn(B) es un subconjunto
cerrado de Fn(Y ) y, como la función Fn(f) es continua (Teorema 1.2.34), (Fn(f))−1(Fn(B))
es un subconjunto cerrado de Fn(X). Como C es una componente de (Fn(f))−1(Fn(B)),
entonces C es un subconjunto cerrado de (Fn(f))−1(Fn(B)). Por lo tanto, C es un cerrado
en Fn(X), el cual es un continuo. Por lo tanto, C es compacto en Fn(X), y aśı compacto
en 2X . Como C es compacto y conexo en 2X , C ∈ C(2X). Veamos que C ∩ Cn(X) 6= ∅. Sea
A ∈ C, entonces A tiene a lo más n elementos (pues Fn(f)(A) ∈ Fn(B)), aśı A tiene a lo
más n componentes, es decir, A ∈ Cn(X), por lo que C∩Cn(X) = C 6= ∅. Por el Lema 2.5.4,⋃
C es un subconjunto cerrado de X, el cual es compacto, por lo que

⋃
C es compacto en

X. Como
⋃
C es compacto y conexo en X,

⋃
C ∈ C(X).

Afirmamos que C ⊂
⋃
C ⊂ f−1(B). En efecto, si x ∈ C, entonces {x} ∈ Fn(C), por lo

que {x} ∈ C y entonces x ∈
⋃
C. Si y ∈

⋃
C, existe A ∈

⋃
C tal que y ∈ A, por lo que

f(y) ⊂ f(A) = Fn(f)(A) ∈ Fn(B), entonces Fn(f)(A) ⊂ B, por lo que y ∈ f−1(B). Esto
prueba que C ⊂

⋃
C ⊂ f−1(B). Por ser C una componente de f−1(B), la cual está conte-

nida en un subconjunto conexo,
⋃
C, de f−1(B), se tiene que C =

⋃
C. Esto nos ayudará a

probar que Fn(C) = C. La parte Fn(C) ⊂ C ya la tenemos por definición de C. Para la otra
contención, sea A ∈ C, entonces A ⊂

⋃
C = C, aśı A ∈ Fn(C). Al ser C = Fn(C), hemos

probado que Fn(C) es una componente de (Fn(f))−1(Fn(B)).

. �
Con los resultados previos podemos mostrar que si Fn(f) es confluente, entonces f tam-

bién lo es.

Teorema 2.5.6. Sean f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es confluente, entonces f
es confluente.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y y C una componente de f−1(B). Por
el Lema 2.5.5, Fn(C) es una componente de (Fn(f))−1(Fn(B)). Como B es un continuo,
entonces por el Corolario 1.2.20, Fn(B) es un continuo, y como B ⊂ Y , Fn(B) es un subcon-
tinuo de Fn(Y ). Por hipótesis Fn(f) es confluente, aśı Fn(f)(Fn(C)) = Fn(B). Probemos
que f(C) = B. La contención f(C) ⊂ B es clara. Ahora, sea b ∈ B, aśı {b} ∈ Fn(B), por lo
que existe H ∈ Fn(C) tal que Fn(f)(H) = f(H) = {b}, lo cual implica que b ∈ f(C), por lo
que B ⊂ f(C).
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. �
Existe un mapeo confluente f : X −→ Y , donde Y no es localmente conexo, y tal que

la función F2(f) no es confluente. Éste se da en [5, Ejemplo 3.18]. Sin embargo, si Y es
localmente conexo y f : X −→ Y es confluente, entonces F2(f) es confluente. Este es el
resultado del Teorema 2.5.19. Para probar este teorema, daremos antes algunos resultados
y definiciones. Comencemos con la siguiente clase de funciones.

Definición 2.5.7. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es cuasi interior si siempre que
y ∈ Y , y U es un subconjunto abierto de X que contiene una componente de f−1(y), se
tiene que y ∈ intY (f(U)).

Lema 2.5.8. Si f : X −→ Y es mapeo confluente y Y es localmente conexo, entonces f es
un mapeo cuasi interior.

Demostración. Sean y ∈ Y , C una componente de f−1(y) y U un subconjunto abier-
to de X tal que C ⊂ U . Queremos mostrar que y ∈ intY (f(U)). Como Y es localmente
conexo, por el Lema 1.3.23, existe una sucesión de subcontinuos de Y , {Bi}∞i=1, tales que
∩∞i=1Bi = {y}, y para cada i, Bi+1 ⊂ Bi e y ∈ intY (Bi). Para cada i, sea Ci la compo-
nente de f−1(Bi) tal que C ⊂ Ci. Como para cada i, f−1(Bi+1) ⊂ f−1(Bi), se tiene que
C ⊂ Ci+1 ⊂ f−1(Bi), por lo que Ci+1 ⊂ Ci. Sea K = ∩∞i=1Ci. Por la Proposición 1.2.14,
se tiene que K es un continuo. Notemos que C ⊂ K, y que K ⊂ f−1(y), ya que si x ∈ K,
entonces para cada i, f(x) ∈ f(Ci) ⊂ Bi , por lo que f(x) ∈ ∩∞i=1Bi = {y}, aśı x ∈ f−1(y).
Como C es una componente de f−1(y) contenido en el conexo K que tambien está contenido
en f−1(y), se sigue que C = K. Por el Lema 1.2.13, se tiene que existe un número natural
N tal que para todo i ≥ N , Ci ⊂ U . Sea j ≥ N , entonces f(Cj) ⊂ f(U). Como f es un
mapeo confluente y cada Bi es un continuo de Y , se tiene que f(Cj) = Bj ⊂ U . Además,
como y ∈ intY (Bj), concluimos que y ∈ intY (f(U)).

. �
El siguiente resultado es útil al trabajar con mapeos cuasi interior.

Lema 2.5.9. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X −→ Y un mapeo, y ∈ Y , y
U un subconjunto abierto de X que contiene a f−1(y), entonces y ∈ intY (f(U)).

Demostración. Razonando por contradicción, supongamos que existe un abierto U de
X que contiene a f−1(y), tal que y /∈ int((f(U)). Se sigue que existe una sucesión (yn)n∈N,
de elementos en Y \ f(U) que converge a y. Para cada n ∈ N, sea xn ∈ f−1(yn). Notemos
que xn /∈ U . Como X es compacto, existe una subsucesión (xni

)i∈N de elementos en X que
converge a un x ∈ X. Notemos que x /∈ U . Como f es continua, (f(xni

))i∈N converge a f(x).
Es decir, (yni

)i∈N converge a f(x). Aśı x ∈ f−1(y) ⊂ U , lo cual es una contradicción.

. �
Una consecuencia inmediata es la siguiente implicación entre clases de funciones:

Corolario 2.5.10. Si f : X −→ Y un mapeo monótono, entonces f es un mapeo cuasi
interior.

Demostración. Sean y ∈ Y , C una componente de f−1(y), y U un subconjunto abierto
de X tal que C ⊂ U . Como f es monótono, C = f−1(y). Aśı, f−1(y) ⊂ U . Por el Lema
2.5.9, y ∈ int(f(U)), por lo tanto, f es cuasi interior.
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. �
La siguiente clase de funciones que veremos es la siguiente:

Definición 2.5.11. Sea f : X −→ Y un mapeo. Decimos que f es OM, si existe un con-
tinuo Z, un mapeo abierto g : Z −→ Y y un mapeo monótono h : X −→ Z, tal que f = g◦h.

Veamos que los dos conceptos son equivalentes:

Teorema 2.5.12. Si f : X −→ Y un mapeo entonces f es cuasi interior si y sólo si f es
OM.

Demostración. Supongamos que f es un mapeo cuasi interior. Sean Z = F1(X),
g : Z −→ Y la función definida por, {x} 7→ f(x), y sea h : X −→ Z la función definida
por x 7→ {x}. Por el Corolario 1.2.20, Z es un continuo y por el Teorema 1.2.37, h es un
homeomorfismo, por lo que h es un mapeo monótono. Además, es claro que el siguiente
diagrama es conmutativo:

X
h //

f   

Z

g.

��
Y

Mostremos que g es un mapeo abierto. Es claro que la función g es un mapeo. Sea V un sub-
conjunto abierto de Z, veamos que g(V ) es un subconjunto abierto de Y . Si p ∈ g(V ), enton-
ces existe {q} ∈ V tal que g({q}) = f(q) = p. De aqúı que, q ∈ f−1(p). Sea C la componente
de f−1(p) que contiene a q. Como h es un homeomorfismo, h−1(V ) es un subconjunto abierto
de X. Afirmamos que C ⊂ h−1(V ). En efecto, sea c ∈ C, si suponemos que c /∈ h−1(V ), en-
tonces h(c) = {c} /∈ V , y aśı g({c}) /∈ g(V ), pero g({c}) = f(c) = p, y p ∈ g(V ), tendŕıamos
una contradicción, por lo que c ∈ h−1(V ), es decir, C ⊂ h−1(V ). Como f es cuasi interior,
p ∈ intY (f(h−1(V ))). Por la conmutatividad del diagrama, f(h−1(V )) = g(V ). Aśı que, p ∈
intY (g(V )). Por lo tanto, g(V ) = intY (g(V )), por lo que g(V ) es un subconjunto abierto de
Y . Concluimos que f es un mapeo OM.
Para la otra implicación, supongamos que f es un mapeo OM. Se sigue que existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto g : Z −→ Y , y un mapeo monótono h : X −→ Z tal que f = g ◦h.
Sean y ∈ Y , C una componente de f−1(y), y U un subconjunto abierto de X tal que C ⊂ U .
Mostremos que y ∈ intY (f(U)). Sea p ∈ g−1(y), como h es monótono, h−1(p) es conexo
en X. Veamos que h−1(p) ⊂ C. En efecto, notemos que g(h(h−1(p))) = y = f(h−1(p)), y
que f(C) = y. Por el Corolario 2.5.10, h es cuasi interior, por lo que p ∈ intZ(h(U)). Aśı,
g(p) = y ∈ g(intZ(h(U))) ⊂ g(h(U)). Como g es un mapeo abierto, g(intZ(h(U))) es un
subconjunto abierto de Y , por lo que y ∈ intY (g(h(U))) = intY (f(U)). Por lo tanto, f es
un mapeo cuasi interior.

. �
Existe una equivalencia para definir un mapeo monótono, ésta es el siguiente:

Lema 2.5.13. Si X y Y son espacios métricos compactos, y f : X −→ Y un mapeo, entonces
f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y si y sólo si f−1(B) es conexo para cada subconjunto conexo
B de Y .

Demostración. Si suponemos que f−1(B) es conexo para cada B subconjunto conexo
de Y , entonces f−1(y) es un conexo, pues {y} es un conexo en Y , para cada y ∈ Y . Para
la otra implicación, supongamos que f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y . Sea B un subcon-
junto conexo de Y . Supongamos, por el contrario, que f−1(B) no es conexo. Se sigue que
existen subconjuntos V y W tales que f−1(B) = V |W . Sean E = {y ∈ B : f−1(y) ⊂ V },
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y F = {y ∈ B : f−1(y) ⊂ W}. Veamos que E y F forman una separación para B. Su-
pongamos que E = ∅, entonces para cada y ∈ B, como f−1(y) es un conexo contenido en
f−1(B) = V |W , entonces f−1(y) ⊂ W . Lo anterior prueba que V = ∅, lo cual es falso. Por
lo tanto, E 6= ∅. Análogamente F 6= ∅. Como para cada y ∈ B, f−1(y) ⊂ V o f−1(y) ⊂ W ,
entonces B ⊂ E ∪ F , es decir, B = E ∪ F .
Mostremos que E y F son separados. En efecto, veamos primero que E∩F = ∅. Supongamos
por el contrario que existe y ∈ E∩F , entonces f−1(y) ⊂W . Como y ∈ E, existe una sucesión
(yn)n∈N de elementos en E que convergen a y. Aśı, para cada n ∈ N, f−1(yn) ⊂ V ⊂ V . Para
cada n ∈ N, sea wn ∈ f−1(yn). Por la compacidad de X podemos suponer que la sucesión
(wn)n∈N converge a un elemento w. Por la continuidad de f , la sucesión (f(wn))n∈N con-
verge a f(w). Puesto que, para cada n ∈ N, f(wn) = yn, tenemos que f(w) = y, por lo que
w ∈ f−1(y). Además, notemos que wn ⊂ V ⊂ V , por lo que w ∈ V . Aśı, w ∈ V ∩W , lo cual es
falso, pues V y W son separados. De manera similar se puede mostrar que E∩F = ∅. Hemos
probado que B = E|F , lo cual contradice la conexidad de B. Por lo tanto, f−1(B) es conexo.

. �
La siguiente implicación entre clases de funciones es inmediata del lema anterior.

Proposición 2.5.14. Si f : X −→ Y es un mapeo monótono, entonces f es un mapeo
confluente.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y y C una componente de f−1(B). Por el
Lema 2.5.13, f−1(B) es conexo. Aśı, C = f−1(B), por lo que f(C) = B, es decir, f es un
mapeo confluente.

. �
El siguiente resultado sirve para probar que los mapeos abiertos son confluentes.

Lema 2.5.15. Sean X y Y espacios topológicos, y sea f : X −→ Y un mapeo abierto. Si Z
es un subconjunto de Y , entonces f |f−1(Z) : f−1(Z) −→ Z es un mapeo abierto.

Demostración. Sean g = f |f−1(Z), y W un subconjunto abierto de f−1(Z). Se si-
gue que existe un subconjunto abierto U de X tal que W = U ∩ f−1(Z). Es claro que
g(W ) = f(U)∩Z y, como f es un mapeo abierto, se tiene que g(W ) es un abierto en Z. Por
lo tanto, g es un mapeo abierto.

. �
Otra implicación entre clases de funciones es la siguiente.

Proposición 2.5.16. Si f : X −→ Y es un mapeo abierto, entonces f es un mapeo con-
fluente.

Demostración. Supongamos que f no es confluente. Se sigue que existen B un sub-
continuo de Y , y C una componente de f−1(B) tal que f(C) 6= B. Ya que f(C) ⊂ B, existe
p ∈ B tal que f−1(p) ∩ C = ∅. Por lo tanto, f−1(B) no es conexo. Aśı que, f−1(B) = G|H
(1.3.2), con G y H de subconjuntos abiertos de f−1(B) tales que C ⊂ G y f−1(p) ⊂ H.
Notemos que f(G) es un cerrado en B (pues G, siendo cerrado en f−1(B), es compacto),
pero también f(G) es abierto en B (pues G es un abierto en f−1(B) y f |f−1(B) es un mapeo
abierto por el Lema 2.5.15). Además, f(G) 6= B. Por lo que B no es conexo, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, f es confluente.

. �
Veamos que la composición de mapeos confluentes es concluente.
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Lema 2.5.17. Si h : X −→ Z y g : Z −→ Y son mapeos confluentes, entonces g ◦h : X −→
Y es un mapeo confluente.

Demostración. Sean B un subcontinuo de Y , y C una componente de (g ◦ h)−1(B).
Mostremos que g(h(C)) = B. Como C es conexo en X, h(C) es conexo en Z, y como
C ⊂ (g ◦ h)−1(B) = h−1(g−1)(B), entonces h(C) ⊂ g−1(B). Es decir, h(C) es un sub-
conjunto conexo de g−1(B). Sea D la componente de g−1(B) que contiene a h(C). Ya que
C ⊂ h−1(D) ⊂ h−1(g−1(B)), C es una componente de h−1(D). Notemos que D es un sub-
continuo de Z. En efecto, Como B es cerrado en Y , y g es continua, g−1(B) es cerrado en
Z. Tenemos que D es cerrado (y aśı compacto) en Z. Ya que D es conexo por definición,
se tiene que D es un subcontinuo de Z. Como h es confluente, h(C) = D y, como g es
confluente, g(D) = B. Es decir, g(h(C)) = B. Por lo tanto, g ◦ h es confluente.

. �
Veamos que los mapeos cuasi interior son confluentes.

Proposición 2.5.18. Sea f : X −→ Y un mapeo cuasi interior, entonces f es confluente.

Demostración. Por el Teorema 2.5.12, f es un mapeo OM. Entonces, exiten un con-
tinuo Z, un mapeo abierto g : Z −→ Y , y un mapeo monótono h : X −→ Z tales que
f = g ◦ h. De las proposiciones 2.5.16 y 2.5.14, g y h son mapeos confluentes y, por el Lema
2.5.17, g ◦ h es un mapero confluente, es decir, f es un mapeo confluente.

. �
Estamos listos para probar el resultado que garantiza que la función F2(f) es confluente,

si f : X −→ Y es confluente y Y es localmente conexo.

Teorema 2.5.19. Sean Y un continuo localmente conexo y f : X −→ Y un mapeo con-
fluente, entonces F2(f) es confluente.

Demostración. Por el Lema 2.5.8 se tiene que f es cuasi interior y, por el Teorema
2.5.12, f es OM, por lo que existe un continuo Z, un mapeo monótono h : X −→ Z, y un
mapeo abierto g : Z −→ Y tales que f = g ◦ h. Por los teoremas 2.4.6 y 2.3.5, F2(h) es
monótono y F2(g) es abierto. Por (ii) de la Proposición 1.2.35, F2(f) = F2(g)◦F2(h), por lo
que F2(f) es OM. Por el Teorema 2.5.12, F2(f) es cuasi interior y, por la Proposición 2.5.18,
F2(f) es confluente.

. �
El siguiente lema fue probado en [6, Lema 3.1] por H. Hosokawa, quién inició el estudio de

las funciones inducidas en los hiperespacios C(X) y 2X . Este lema es útil, entre otras cosas
que veremos más adelante, para dar una equivalencia entre la clase de mapeos confluentes
Fn(f) y la clase de mapeos monótonos f .

Lema 2.5.20. Si K un subcontinuo de 2X , y K ∈ K, entonces cada componente de
⋃
K

interseca a K.

Demostración. Supongamos que el enunciado es falso, existe entonces una componente
C de

⋃
K tal que C ∩K = ∅. Se sigue que C es un subconjunto cerrado en

⋃
K. Además,

como K ∈ 2X , K es un cerrado en X tal que K ⊂
⋃
K. Como K =

⋃
K ∩ K, K es un

cerrado en
⋃
K. Aśı que, por el Lema 1.3.5, existe una separación

⋃
K = A∪B, de

⋃
K, tal

que K ⊂ A y C ⊂ B. Sean K0 = {L ∈ K : L ⊂ A} y K1 = {L ∈ K : L ∩ B 6= ∅}. Note que
K0 6= ∅, pues K ∈ K0. Veamos que K1 6= ∅. Sea c ∈ C ⊂

⋃
K, entonces existe W ∈ K tal

que c ∈W , aśı que c ∈W ∩B, por lo que W ∈ K1. Afirmamos que K = K0 ∪K1. Sea L ∈ K
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y supongamos que L ∩ B = ∅, puesto que L ⊂
⋃

K = A ∪ B, entonces L ⊂ A, por lo que
L ∈ K0.
Mostremos que K0 ∩ K1 = ∅. Si no fuera aśı, entonces existe W ∈ K0 ∩ K1, aśı, en par-
ticular W ∈ A, por lo que W ∩ B = ∅, pero entonces W /∈ K1, que es una contradicción.
Por lo tanto, K = K0 ∪ K1. Veamos que K0 es un subconjunto cerrado en K. Notemos
que K \ K0 = {L ∈ K : L ∩ (X \ A) 6= ∅} = 〈X,X \ A〉 = Λ(X \ A). Por el Teore-
ma 1.2.10, Λ(X \ A) es un subbásico de 2X , por lo que Λ(X \ A) es un abierto en K, y
aśı K0 es un subconjunto cerrado en K. Veamos que K1 es un cerrado en K. En efecto,
K\K = {L ∈ K : L ⊂ (X \B)} = 〈X \B〉 es un abierto básico en 2X , por el Teorema 1.2.10.
Aśı, K1 es un cerrado en K. Por lo tanto, existe una separación de K, K = K0 ∪K1, lo cual
contradice la conexidad de K.

. �

Teorema 2.5.21. Si f : X −→ Y es un mapeo y n ≥ 3, entonces Fn(f) es un mapeo
confluente si y sólo si f es un mapeo monótono.

Demostración. Si f es un mapeo monótono entonces, por el Teorema 2.4.6, Fn(f) es
monótono y, por la Proposición 2.5.14, Fn(f) es confluente.
Ahora supongamos que Fn(f) es un mapeo confluente. Supongamos que f no es monótono.
Por tanto, existe y ∈ Y tal que f−1(y) no es conexo. Sean P y Q componentes distintas de
f−1(y), y sean p ∈ P y q ∈ Q. Elijamos z ∈ Y \{y}. Por el Lema 1.3.7, existe un subcontinuo
R de Y tal que {z}  R ⊂ Y \ {y}.
Sean K = {{y} ∪ K : K ∈ Fn−1(R)}, y G : Fn−1(Y ) −→ Fn(Y ) la función definida
por G(K) = {y} ∪ K, para todo K ∈ Fn−1(Y ). Es claro que G es un mapeo tal que
G(Fn−1(R)) = K . Notemos que K es la imagen continua de un subconjunto compacto y
conexo, es decir, K es un subcontinuo de Fn(Y ). Tomemos s ∈ X tal que f(s) = z. Sea
S la componente de f−1(R) tal que s ∈ S, y sea C la componente de (Fn(f))−1(K ) tal
que {p, q, s} ∈ C. Sea Z =

⋃
C. Por la definición de C, C es un conexo en 2X , además,

{p, q, s} ∈ C ∩ Cn(X). Por el Lema 2.5.3, Z ∈ Cn(X). Notemos que P ∪Q ∪ S ⊂ Z.
Veamos que P es una componente de Z. En efecto, sea P ′ la componente de Z tal que
P ⊂ P ′. Asumamos que P  P ′. Sea w ∈ P ′ \ f−1(y). Es claro que:
(i) f(w) ∈ f(P ′) ∩R, y
(ii) y ∈ {y} ∩ f(P ′).
Mostremos:
(iii) f(P ′) ⊂ {y} ∪ R. En efecto, sea x ∈ f(P ′) y supongamos que x /∈ {y}. Existen r ∈ P ′
tal que f(r) = x, y D ∈ C tal que r ∈ D. Se sique que f(r) ∈ f(D), y f(D) ∈ K . Como
f(r) = x 6= y, existe D′ ∈ Fn−1(R) tal que f(r) ∈ D′, es decir, x ∈ R.
Por (iii), y como {y} ∩ R = ∅, tenemos que f(P ′) esta contenido en dos subconjuntos dis-
juntos, que por (i) y (ii), f(P ′) intersecta a ambos. Esto contradice la conexidad de f(P ′).
Por lo tanto, P ′ ⊂ f−1(y), de aqúı que P = P ′. Similarmente Q es una componente de Z.
Afirmamos que Fn(f)(C) ⊂ {{y} ∪K : K ∈ Fn−2(R)}. En efecto, sea A ∈ C. Como C es ce-
rrado en Fn(f)−1(K ), y Fn(f)−1(K ) es cerrado (ya que K es un subcontinuo de Fn(Y )) en
2X , entonces K es cerrado en 2X , es decir, K es compacto en 2X . Por definición, C es conexo
en 2X . Por lo tanto, C es un subcontinuo de 2X . Por el Lema 2.5.20, A∩P 6= ∅, y A∩Q 6= ∅.
Por lo tanto, f(A) ∈ {{y} ∪K : K ∈ Fn−2(R)}. Ya que {{y} ∪K : K ∈ Fn−2(R)}  K ,
Fn(f)(C)  K . Por lo tanto, Fn(f) no es confluente.

. �
Existe un mapeo confluente f : X −→ Y tal que, para cada n ≥ 3, la función inducida

Fn(f) no es confluente.

Ejemplo 2.5.22. Sean X = [−1, 1], Y = [0, 1], y f : X −→ Y una función definida por,
f(x) = |x|. Es fácil ver que el mapeo f es confluente, pero no es monótono. Por el Teorema
2.5.21, se tiene que para n ≥ 3, Fn(f) no es un mapeo confluente. Notemos que en este
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ejemplo Y es incluso localmente conexo.

2.6. Mapeo atriódico

Definición 2.6.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es atriódico si para cada subcon-
tinuo B de Y , existen dos componentes C y D de f−1(B) tal que f(C) ∪ f(D) = B y, para
cada componente E de f−1(B), tenemos que f(E) = B, o f(E) ⊂ f(C), o f(E) ⊂ f(D).

El Ejemplo 2.6.4 nos proporciona una ejemplo de una función que pertenece (y de otra
que no) a la clase de mapeos atriódicos.

El siguiente lema nos ayudará a probar que si la función inducida Fn(f) es un mapeo
atriódico, entonces f también lo es.

Lema 2.6.2. Sean f : X −→ Y un mapeo, n ≥ 2, B1, . . . , Bn subcontinuos disjuntos a
pares de Y , y Ej una componente de f−1(Bj), para cada j ∈ In, entonces 〈E1, . . . , En〉n es
una componente de Fn(f)−1(〈B1, . . . , Bn〉n).

Demostración. Definamos En = 〈E1, . . . , En〉n. Como Ei es cerrado para cada i ∈ In,
En es cerrado en Fn(X) que es compacto. Aśı, En es compacto. Además, por el Lema 2.4.4,
En es conexo. Por lo tanto, En es un subcontinuo de Fn(X). De manera similar se muestra
que 〈B1, . . . , Bn〉n es un subcontinuo de Fn(Y ). Notemos que En ⊂ Fn(f)−1(〈B1, . . . , Bn〉n).
Sea E la componenete de Fn(f)−1(〈B1, . . . , Bn〉n) que contiene a En. Por el Lema 2.5.3,

⋃
E

tiene a lo más n componentes en X. Notemos que ∪ni=1Ei ⊂
⋃
E . Como Ei ∩ Ej = ∅ si

i 6= j,
⋃
E tiene exactamente n componentes, digamos E′1, . . . , E

′
n. Sin perdida de genera-

lidad, supongamos que Ei ⊂ E′i, para cada i ∈ In. Afirmamos que f(
⋃
E) ⊂ ∪ni=1Bi. Para

esto, sea x ∈
⋃
E . Existe B ∈ E tal que x ∈ B, por lo que Fn(f)(B) ∈ 〈B1, . . . , Bn〉n, es

decir, f(B) ⊂ ∪ni=1Bi, por lo que f(x) ∈ ∪ni=1Bi. Ya que Ej es una componente de f−1(Bj),
tenemos que

⋃
E = ∪nj=1Ej , y E′j = Ej , para cada j ∈ In.

Sea A ∈ E . Por el Lema 2.5.20, A ∩ Ei 6= ∅, para cada i ∈ In. Además, como A ⊂ ∪ni=1Ei,
A ∈ En. De aqúı que, En = E . Por lo tanto, En es una componente de Fn(f)−1(〈B1, . . . , Bn〉n).

. �

Teorema 2.6.3. Sean n ≥ 2, y Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) un mapeo atriódico, entonces f
es un mapeo atriódico.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y . Si B = Y , entonces f−1(B) tiene una
sola componente, a saber X, y f(X) = Y . Supongamos B 6= Y . Sean y1, . . . , yn−1 puntos
distintos en Y \B. Consideremos el conjunto:

B = {{y1, . . . , yn−1} ∪ {b} : b ∈ B}.

Notemos que B es homeomorfo a B. Por lo tanto, B es un subcontinuo de Fn(Y ). Además,
es claro que B ∩ F1(Y ) = ∅. Ya que Fn(f) es atriódico, existen dos componentes C y D de
Fn(f)−1(B) tales que Fn(f)(C)∪Fn(f)(D) = B y, para cada componente E de Fn(f)−1(B),
se tiene que Fn(f)(E) = B, o Fn(f)(E) ⊂ Fn(f)(C), o Fn(f)(E) ⊂ Fn(f)(D). Mostremos las
siguientes afirmaciones:
(i)
⋃
C ⊂ f−1(y1) ∪ · · · ∪ f−1(yn−1) ∪ f−1(B). En efecto, sea x ∈

⋃
C, existe A ∈ C tal que

x ∈ A, y Fn(f)(A) ∈ B. Se sigue que f(A) = {y1, . . . , yn−1} ∪ {b}, para algún b ∈ B. Aśı,
x ∈ ∪n−1

i=1 f
−1(yi) ∪ f−1(b) ⊂ ∪n−1

i=1 f
−1(yi) ∪ f−1(B).

(ii)
⋃
C ∩ f−1(yj) 6= ∅, para cada j ∈ In−1. Para esto, sean j ∈ In−1 y A ∈ C. Ya que

Fn(f)(A) ∈ B, existe k ∈ K tal que f(A) = {y1, . . . , yn−1}∪{k} := K. Como yj ∈ K, existe
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a ∈ A tal que f(a) = yj . Es decir, a ∈ f−1(yj). Como a ∈ A ⊂
⋃
C,
⋃
C ∩ f−1(yj) 6= ∅.

(iii)
⋃
C ∩ f−1(B) 6= ∅. Sea x ∈

⋃
C, existe A ∈ C tal que x ∈ A, y Fn(f)(A) ∈ B. De

aqúı que, f(A) = {y1, . . . , yn−1}∪ {b}, para algún b ∈ B. Aśı, existe a ∈ A tal que f(a) = b,
es decir, a ∈ f−1(b) ⊂ f−1(B). Como a ∈ A ⊂

⋃
C,
⋃
C ∩ f−1(B) 6= ∅.

Como los yi son distintos a pares y B ∩ {yi} = ∅, para cada i ∈ In−1, entonces por (i),(ii) y
(iii),

⋃
C tiene al menos n componentes. Por otra parte, por el Lema 2.5.3,

⋃
C tiene a lo más

n componentes. Por lo tanto
⋃
C tiene exactamente n componentes, digamos C1, . . . , Cn. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que para cada j ∈ In−1, Cj ⊂ f−1(yj) y, Cn ⊂ f−1(B).
Similarmente,

⋃
D tiene exactamente n componentes, digamos D1, . . . , Dn. Podemos supo-

ner que Di ⊂ f−1(yi), para cada i ∈ In−1, y Dn ⊂ f−1(B). Sean C y D las componentes de
f−1(B) que contienen a Cn y Dn, respectivamente.
Mostraremos que f(C) ∪ f(D) = B. Claramente f(C) ∪ f(D) ⊂ B. Sea b ∈ B, entonces
{y1, . . . , yn−1}∪ {b} ∈ B. Sin perdida de generalidad, suongamos que {y1, . . . , yn−1}∪ {b} ∈
Fn(f)(C). Se sigue que existe A ∈ C tal que f(A) = {y1, . . . , yn−1} ∪ {b}. Aśı, b ∈ f(A) ⊂
f(
⋃
C) ⊂ ∪ni=1f(Ci). Como b /∈ ∪n−1

i=1 f(Ci), b ∈ Cn ⊂ f(C). Por lo tanto, f(C)∪ f(D) = B.
Sean E una componente de f−1(B) y, para cada j ∈ In−1, Ej una componente de f−1(yj).
Definamos E := 〈E1, . . . , En−1, E〉n.
Por el Lema 2.6.2, E es una componente de Fn(f)−1(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n).
Ya que Fn(f)−1(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n) = Fn(f)−1(B), E es una componente de Fn(f)−1(B).
Como Fn(f) es atriódico, entonces Fn(f)(E) = B, o Fn(f)(E) ⊂ Fn(f)(C), o Fn(f)(E) ⊂
Fn(f)(D).
Supongamos que Fn(f)(E) = B. Mostremos que f(E) = B. Es claro que f(E) ⊂ B. Sea
b ∈ B, entonces {y1, . . . , yn−1} ∪ {b} ∈ B. Se tiene que existe A ∈ E tal que f(A) =
{y1, . . . , yn−1} ∪ {b}. Aśı, existe x ∈ A, tal que f(x) = b. Como x /∈ {y1, . . . , yn−1},
x /∈ ∪n−1

i=1 En−1. Por lo que x ∈ E, es decir, b ∈ f(E). Por lo tanto, f(E) = B.
Supongamos que Fn(f)(E) ⊂ Fn(f)(C). Mostremos que f(E) ⊂ f(C). En efecto, sea
y ∈ f(E). Existe e ∈ E tal que f(e) = y. Para cada i ∈ In−1, sea ei un punto en Ei.
Aśı {e1, . . . , en−1, e} ∈ E . Por hipótesis, existe C ′ ∈ C tal que Fn(f)({e1, . . . , en−1, e}) =
Fn(f)(C ′), es decir, {y1, . . . , yn−1, f(e)} = f(C ′). En particular, f(e) ∈ f(C ′). Como C ′ ⊂⋃
C = ∪ni=1Ci y, y /∈ {y1, . . . , yn−1}, f(e) ∈ f(Cn) ⊂ f(C). Aśı, y ∈ f(C). Por lo tanto,

f(E) ⊂ f(C).
De manera similar se puede probar que si Fn(f)(E) ⊂ Fn(f)(D), entonces f(E) ⊂ f(D).
Por lo tanto, f es un mapeo atriódico.

. �
El rećıproco del teorema anterior no se cumple ya que existe un mapeo atriódico f :

X −→ Y tal que, para cada n ≥ 2, el mapeo Fn(f) no es atriódico como veremos a conti-
nuación.

Ejemplo 2.6.4. Sean X = [0, 1] y Y = S1. Sea f : X −→ Y la función definida por, f(x) =
(cos(2πx), sen(2πx)), para cada x ∈ X. La siguiente figura describe el comportamiento de
la función f .

Notemos que f es un mapeo atriódico. Mostremos que, para cada n ≥ 2, Fn(f) no es
atriódico. Para esto, mostremos primero que

Q := {{f(s), f(t)} : s ∈ [0, 1
4 ], t ∈ [ 3

4 , 1] y s+ t = 1} ∪ F1(f([0, 1
4 ] ∪ [ 3

4 , 1])),

es un subcontinuo de Fn(S1). Consideremos Q = J1 ∪ J2, con J1 = {{f(s), f(t)} : s ∈
[0, 1

4 ], t ∈ [ 3
4 , 1] y s+ t = 1}, y J2 := F1(f([0, 1

4 ] ∪ [ 3
4 , 1])). Notemos que J1 es homeomorfo a

f([0, 1
4 ]) (el cuadrante superior derecho de S1), por lo que J1 es un subcontinuo de F2(S1).

Además, ya que f([0, 1
4 ] ∪ [ 3

4 , 1]) es un subcontinuo de S1 (consta de los puntos de S1 cu-
ya primera coordenada es mayor o igual a cero), J2 es un subcontinuo de F1(S1). Como
{f(0)} ∈ J1 ∩ J2, J1 ∪ J2 es conexo. Aśı, Q ∈ C(Fn(S1)).
Ahora notemos que las componentes de Fn(f)−1(Q) son C1 = {{s, t} : s ∈ [0, 1

4 ], t ∈
[ 3
4 , 1] y s + t = 1}, C2 = F1([0, 1

4 ]) y C3 = F1([ 3
4 , 1]), y que Fn(f)(Ci ∪ Cj) 6= Q, para

i 6= j. Por lo tanto, Fn(f) no es atriódico, para cada n ≥ 2.
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2.7. Mapeo ligero

La clase de mapeo de esta sección estudia la disconexidad de las preimagenes de elemen-
tos de Y .

Definición 2.7.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es ligero si f−1(y) es totalmente
disconexo para cada y ∈ Y , es decir, si f−1(y) no tiene subconjuntos conexos con más de
un punto para cada y ∈ Y .

El Ejemplo 2.4.2 muestra un mapeo f que no es ligero ya que f−1((1, 1)) = {(1, y) ∈
R2 : y ∈ [1, 2]} es un conjunto conexo con más de un punto. El siguiente ejemplo muestra
un mapeo que es ligero.

Ejemplo 2.7.2. Consideremos el mapeo proyección en la primer coordenado del continuo
X en el continuo Y = [0, 1] como se muestra en la siguiente figura. Es claro que la función
f es un mapeo ligero.

Veamos el primer resultado de mapeos ligeros.

Lema 2.7.3. Si A es un subcontinuo de X, y f : X −→ Y un mapeo ligero, entonces la
función f |A : A −→ f(A) es también un mapeo ligero.
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Demostración. En efecto, f |A es claramente continua y sobreyectiva, por lo que es
un mapeo. Además, si f |A no fuera ligero, entonces existe un b ∈ f(A) tal que f−1|A(b)
no es totalmente disconexo en A ⊂ X. Pero entonces f−1(b) no es totalmente disconexo,
contradiciendo que f es un mapeo ligero. Por lo tanto, f |A es un mapeo ligero.
. �

De este lema tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.7.4. Sean f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 3. Si Fn(f) es un mapeo ligero, entonces
Fm(f) es un mapeo ligero, para cualquier natural m ≤ n.

Demostración. Notemos que Fm(X) es un subcontinuo de Fn(X). Consideremos la fun-
ción restricción Fn(f)|Fm(X) : Fm(X) −→ Fn(f)(Fm(X)). Afirmamos que Fn(f)(Fm(X)) =
Fm(Y ). En efecto, seaB ∈ Fn(f)(Fm(X)), entonces existe unA ∈ Fm(X) tal que Fn(f)(A) =
B. Aśı, |Fn(f)(A)| ≤ m, pues |A| ≤ m, por lo que Fn(f)(A) = B ∈ Fm(Y ). Sea B ∈ Fm(Y ).
Supongamos B = {b1, . . . , br}, con r ≤ m. Por ser f sobreyectiva, para cada i ∈ Ir
existe ai ∈ f−1(bi). Consideremos A = {a1, . . . , ar}, entonces f(A) = B. Por lo tanto
A ∈ Fm(X), es decir B ∈ Fn(f)(Fm(X)). Además, sea A = {a1, . . . , ar} ∈ Fm(X), entonces
Fn(f)|Fm(X)(A) = Fn(f)(A) = {f(a1), . . . , f(ar)} = Fm(f)(A), es decir, Fn(f)|Fm(X) =
Fm(f). Por lo tanto, si suponemos que para m ≤ n, Fm(f) no es un mapeo ligero, entonces
la función restricción Fn(f)|Fm(X) : Fm(X) −→ Fn(f)(Fm(X)), no seŕıa un mapeo ligero, lo
cual, por el lema anterior, sabemos que eso no pasa cuando Fn(f) es ligero. Por lo tanto, la
función Fm(f) : Fm(X) −→ Fm(Y ) es un mapeo ligero.

. �
Para probar el teorema principal de esta sección, veamos primero el siguiente resultado.

Lema 2.7.5. Sean k, n ∈ N, n ≥ 2, k ≤ n y C1, . . . , Ck subconjuntos cerrados totalmente
disconexos de X, tales que Ci∩Cj = ∅ para i 6= j, entonces 〈C1, . . . , Ck〉n es un subconjunto
totalmente disconexo de Fn(X).

Demostración. Supongamos que 〈C1, . . . , Ck〉n no es totalmente disconexo en Fn(X).
Se sigue que existe una componente no degenerada C de 〈C1, . . . , Ck〉n. Por el Lema 2.5.3,⋃
C tiene a lo más n componentes. Supongamos

⋃
C = ∪si=1Ki, con s ≤ n, y Ki es com-

ponente de
⋃
C, para cada i ∈ Is. Si Ki fuese degenerado para cada i ∈ Is, entonces C es

degenerado, lo cual es falso. Por lo tanto, existe un ı́ndice r ∈ Is tal que Kr es no degenerado.
Como Kr es una componente de

⋃
C ⊂ ∪ki=1{Ci} y los Ci son disjuntos dos a dos, entonces

existe un ı́ndice α ∈ Ik tal que Kr ⊂ Cα, pero esto implica que Cα es no degenerado, lo cual
es falso. Por lo tanto 〈C1, . . . , Ck〉n es totalmente disconexo en Fn(X).

. �
Si un mapeo f pertenece a la clase de funciones que son mapeos ligeros, entonces el

mapeo inducido Fn(f) también pertenece a la misma clase. El rećıproco también es cierto.

Teorema 2.7.6. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Entonces, Fn(f) es ligero si y sólo si
f es ligero.

Demostración. Supongamos que Fn(f) es un mapeo ligero. Por el Lema 2.7.4, F1(f)
también es ligero. Por el Lema 1.2.37, las funciones h : X −→ F1(X), x 7→ {x} y g : Y −→
F1(Y ), y 7→ {y}, son homeomorfismos. Además, es claro que g ◦ f = F1(f) ◦ h. Aśı, sea
y ∈ Y , entonces f−1(y) = h−1[(F1(f))−1(g−1(y))]. Puesto que g y h son homeomorfismos,
y F1(f) es un mapeo ligero, se tiene que h−1[(F1(f))−1(g−1(y))] es totalmente disconexo, es
decir, f−1(y) es totalmente disconexo. Por lo tanto, f es un mapeo ligero.
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Para la otra implicación, supongamos que f es un mapeo ligero. Sea B = {b1, . . . , bs} ∈
Fn(Y ), con s ≤ n y bi 6= bj para i 6= j. En la demostración del Teorema 2.4.6, se
mostró que (Fn(f))−1(B) = 〈f−1(b1), . . . , f−1(bs)〉n. Puesto que bi 6= bj para i 6= j, en-
tonces f−1(bi) ∩ f−1(bj) = ∅, para cada i 6= j. Además, como f es un mapeo ligero se tiene
que para cada i ∈ Is, el subconjunto f−1(bi) es totalmente disconexo. Por el Lema 2.7.5,
se tiene que 〈f−1(b1), . . . , f−1(bs)〉n = (Fn(f))−1(B) es totalmente disconexo. Por lo tanto,
Fn(f) es un mapeo ligero.

. �

2.8. Mapeo unión

Definición 2.8.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es unión siempre que para ca-
da subcontinuo B de Y , y para cada dos componentes C y D de f−1(B), tenemos que
f(C) ∩ f(D) 6= ∅.

Un ejemplo de un mapeo unión está dado en Ejemplo 2.8.3. El primer resultado que
veremos es el siguiente.

Teorema 2.8.2. Sean n ∈ N, y Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) un mapeo unión, entonces f es
un mapeo unión.

Demostración. Sean n ∈ N, B un subcontinuo de Y , y C y D dos componentes
de f−1(B). Supongamos que Fn(f) es un mapeo unión. Por el Corolario 1.2.20, Fn(B)
es un subcontinuo de Fn(Y ) y, por el Lema 2.5.5, Fn(C) y Fn(D) son componentes de
Fn(f)−1(Fn(B)). Por tanto, Fn(f)(Fn(C)) ∩ Fn(f)(Fn(D)) 6= ∅, por lo que existen E ∈
Fn(C), y F ∈ Fn(D) tales que Fn(f)(E) = Fn(f)(F ), es decir, f(E) = f(F ). Ya que E ⊂ C
y F ⊂ D, f(C) ∩ f(D) 6= ∅. Por lo tanto, f es un mapeo unión.

. �
Existe un mapeo unión f : X −→ Y , tal que F2(f) no es un mapeo unión. Aśı, el rećıpro-

co del teorema anterior no se cumple.

Ejemplo 2.8.3. Sean X = [0, 1] = Y , y f : X −→ Y el mapeo definido por

f(x) =

 2x+ 1
2 si x ∈ [0, 1

4 ],
−2x+ 3

2 si x ∈ [ 1
4 ,

3
4 ],

2x− 3
2 si x ∈ [ 3

4 , 1].

La siguiente figura describe el comportamiento del mapeo f .

Se puede probar que f es un mapeo unión. Mostremos que F2(f) no es un mapeo unión.
Para esto, sea
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B = {{ 3
4 , x} : x ∈ [ 1

4 ,
5
8 ]} ∪ {{ 1

4 , x} : x ∈ [ 3
8 ,

3
4 ]}.

Denotemos por J1 = {{ 3
4 , x} : x ∈ [ 1

4 ,
5
8 ]}, y J2 = {{ 1

4 , x} : x ∈ [ 3
8 ,

3
4 ]}. Notemos que J1

y J2 son subcontinuos de F2(Y ). Además, el punto { 1
4 ,

3
4} es un punto en común de J1 y J2,

por lo que B = J1 ∪ J2 es un subcontinuo de F2(Y ).
Sean J ′1 = {x : x ∈ [ 2

8 ,
5
8 ]} ∪ { 3

4}, y J ′2 = { 2
8} ∪ {x : x ∈ [ 3

8 ,
6
8 ]}. Notemos que J ′1 representa

la selección de los puntos de J1 en Y (eligiendo siempre el punto c1). De manera análoga
J ′2 con J2.

Calculemos f−1(J ′1):
(i) f−1([ 2

8 ,
1
2 ]) = [7

8 , 1] ∪ [ 1
2 ,

5
8 ] ∪ {0},

(ii) f−1([ 1
2 ,

5
8 ]) = [0, 1

16 ] ∪ {1} ∪ [ 7
16 ,

1
2 ] ∪ { 3

4},
(iii) f−1( 3

4 ) = { 1
8} ∪ {

3
8}.

Calculemos f−1(J ′2) :
(i) f−1( 2

8 ) = { 7
8} ∪ {

5
8},

(ii) f−1([ 3
8 ,

1
2 ]) = {0} ∪ [ 15

16 , 1] ∪ [ 1
2 ,

9
16 ],

(iii) f−1([ 1
2 ,

6
8 ]) = [0, 1

8 ] ∪ {1} ∪ [ 3
8 ,

1
2 ].

Por lo tanto,

F2(f)−1(B) = {{1/8, x} : x ∈ [0, 1/16]} ∪ {{1/8, x} : x ∈ [7/16, 5/8]}
∪ {{1/8, x} : x ∈ [7/8, 1]} ∪ {{3/8, x} : x ∈ [0, 1/16]}}
∪ ∪{{3/8, x} : x ∈ [7/16, 5/8]} ∪ {{3/8, x} : x ∈ [7/8, 1]}
∪ {{5/8, x} : x ∈ [0, 1/8]} ∪ {{5/8, x} : x ∈ [3/8, 9/16]}
∪ {{5/8, x} : x ∈ [15/16, 1]} ∪ {{7/8, x} : x ∈ [0, 1/8]}
∪ {{7/8, x} : x ∈ [3/8, 9/16]} ∪ {{7/8, x} : x ∈ [15/16, 1]}.

Sean C = {{ 1
8 , x} : x ∈ [0, 1

16 ]}, y D = {{ 7
8 , x} : x ∈ [ 15

16 , 1]}. Notemos que C y D son dos

componentes de F−1
2 (B). Además, F2(C) = {{ 3

4 , x} : x ∈ [ 1
2 ,

5
8 ]}, y F2(f)(D) = {{ 1

4 , x} : x ∈
[ 3
8 ,

1
2 ]}. Aśı, F2(C) ∩ F2(D) = ∅. Por lo tanto, F2(f) no es un mapeo unión.
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2.9. Mapeo semi abierto

Pedir que un mapeo mande abiertos en abiertos puede ser mucho, pero podemos pedir
que el interior de las imagenes de abiertos sea no vaćıo. Esto es lo que define a la clase de
mapeos semi abiertos que estudiamos en esta sección.

Definición 2.9.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es semi abierto si para todo sub-
conjunto abierto y no vaćıo U de X, tenemos que intY (f(U)) 6= ∅.

El resultado principal de esta sección garantiza que los mapeos f y Fn(f) pertenecen a
la clase de mapeos semi abiertos, si alguno de ellos pertenece a esta clase.

Teorema 2.9.2. Si n ≥ 2, entonces f es semi abierto si y sólo si Fn(f) es semi abierto.

Demostración. Supongamos que f es un mapeo semi abierto. Sea n ≥ 2. Mostremos
que Fn(f) es un mapeo semi abierto. Sean U ∈ Fn(X), y sea A0 ∈ U . Por la primera parte
del Teorema 1.2.10, y el Teorema 1.2.12, existen U1, . . . , Uk subconjuntos abiertos de X tales
que A0 ∈ 〈U1, . . . , Uk〉n ⊂ U . Como f es semi abierto, para cada j ∈ Ik, intY (f(Uj)) 6= ∅.
Aśı, por lo teoremas mencionados, 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Uk))〉n es un subconjunto abier-
to de Fn(Y ). Afirmamos que 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Uk))〉n ⊂ Fn(f)(U). En efecto, sea
B ∈ 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Uk))〉n. Para cada j ∈ Ik, sea Bj = B∩ intY (f(Uj)). Notemos
que existe Aj ⊂ Uj tal que |Aj | = |Bj |, y f(Aj) = Bj .
Sea A = A1 ∪ · · · ∪ Ak. Se sigue que A ∈ 〈U1, . . . , Uk〉n, y Fn(f)(A) = B. Por lo tanto,
B ∈ Fn(f)(〈U1, . . . , Uk〉n) ⊂ Fn(f)(U). Hemos probado que intFn(Y )(Fn(f)(U)) 6= ∅. Por lo
tanto, Fn(f) es semi abierto.
Ahora, sea n ≥ 2, y supongamos que Fn(f) es semi abierto. Mostremos que f es semi
abierto. Sea U un subconjunto abierto de X. Por el Teorema 1.2.10, 〈U〉n es un subcon-
junto abierto de Fn(X). Como Fn(f) es semi abierto, intFn(Y )(Fn(f)(〈U〉n)) 6= ∅. Sea
A ∈ intFn(Y )(Fn(f)(〈U〉n)), existe V un subconjunto abierto de Fn(Y ) tal que

A ∈ V ⊂ Fn(f)(〈U〉n). (2.9.4)

Por el Corolario 2.3.3,
⋃
V es un subconjunto abierto de Y . Como A ∈ V,

⋃
V 6= ∅. Afir-

mamos que
⋃
V ⊂ f(U). Para probar esto, sea y ∈

⋃
V. Existe D ∈ V tal que y ∈ D.

Por (2.9.4), existe C ∈ 〈U〉n tal que Fn(f)(C) = D, es decir, f(C) = D. Ya que C ⊂ U ,
D ⊂ f(U), es decir, y ∈ f(U). Aśı,

⋃
V ⊂ f(U). Hemos probado que existe un subconjunto

abierto y no vaćıo de Y que está contenido en f(U). De aqúı que, intY (f(U)) 6= ∅. Por lo
tanto, f es semi abierto.

. �

2.10. Mapeo cuasi interior

La definición de mapeo cuasi interior fue dada en la Definición 2.5.7. Para esta clase de
mapeo también tenemos el estudio en las funciones inducidas de los productos simétricos.
Recordemos la definición en esta sección.

Podemos debilitar un poco la condición de que un mapeo sea abierto, esto es, que el
mapeo sea cuasi interior. La definición fue dada en 2.5.7. Recordémosla en esta sección.

Definición 2.10.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es cuasi interior si siempre que
y ∈ Y , y U es un subconjunto abierto de X que contiene una componente de f−1(y), se
tiene que y ∈ intY (f(U)).
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Vea el comentario final de esta sección para ejemplos de mapeos cuasi interior.
Uno de los teoremas principales de esta sección es el siguiente:

Teorema 2.10.2. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es cuasi interior, entonces
f es cuasi interior.

Demostración. Sean y ∈ Y , U un subconjunto abierto de X, y C una componente de
f−1({y}) tal que C ⊂ U . Queremos mostrar que y ∈ intY (f(U)). Por el Lema 2.5.5, Fn(C)
es una componente de (Fn(f))−1({y}). Sea A ∈ Fn(C), A ⊂ C ⊂ U y, como A tiene a lo más
n componentes, A ∈ 〈U〉n. Además, como 〈U〉n es un abierto en la topoloǵıa de Vietoris para
Fn(Y ), y como Fn(f) es un mapeo cuasi interior, {y} ∈ intFn(Y )(Fn(f)(〈U〉n). Se sigue que
existe un abierto V en Fn(Y ) tal que {y} ∈ V ⊂ Fn(f)(〈U〉n). Podemos suponer a V como
un elemento básico en la topoloǵıa de Vietoris, por lo que existen U1, . . . , Um subconjuntos
abiertos en Y tales que V = 〈U1, . . . , Um〉n. Definamos V ′ = U1 ∩ · · · ∩ Um. Notemos que
V ′ es un subconjunto abierto de Y no vaćıo, pues y ∈ V ′. Afirmamos que V ′ ⊂ f(U). En
efecto, sea x ∈ V ′, x ∈ Ui para cada i ∈ Im, por lo que {x} ∈ 〈U1, . . . , Um〉n ⊂ Fn(f)(〈U〉n),
entonces existe D ∈ 〈U〉n tal que Fn(f)(D) = {x}, aśı D ⊂ U , por lo que f(D) ⊂ f(U), es
decir, f(D) = {x} ⊂ f(U), aśı que V ′ ⊂ f(U). Como y ∈ V ′, entonces y ∈ intY (f(U)). Por
lo tanto, f es cuasi interior.

. �
Veamos que el rećıproco al teorema anterior es cierto para n = 2. Sin embargo, para

n ≥ 3 no se cumple, esto lo veremos en el Ejemplo 2.12.6 (Ver el comentario final de esta
sección).

Teorema 2.10.3. Si f : X −→ Y un mapeo cuasi interior entonces F2(f) es cuasi interior.

Demostración. Como f es cuasi interior, por el Teorema 2.5.12, existe un continuo Z,
un mapeo monótono h : X −→ Z, y un mapeo abierto g : Z −→ Y tales que f = g ◦ h. Por
el Teorema 2.4.6, F2(h) es monótono, y por el Teorema 2.3.5, F2(g) es un mapeo abiero. Por
(ii) de la Proposición 1.2.35, F2(f) = F2(g) ◦F2(h), por lo que F2(f) es un mapeo OM. Por
el Lema 2.5.12, F2(f) es un mapeo cuasi interior.

. �
El siguiente resultado da una equivalencia entre mapeos monótonos f y mapeos cuasi

interior Fn(f).

Teorema 2.10.4. Si f : X −→ Y es un mapeo y n ≥ 3, entonces f es un mapeo monótono
si y sólo si Fn(f) es un mapeo cuasi interior.

Demostración. Si f es monótona, entonces por el Teorema 2.4.6, Fn(f) es monótono
para n ≥ 2, y por el Corolario 2.5.10, Fn(f) es un mapeo cuasi interior para n ≥ 2. Para el
regreso, supongamos que Fn(f) es un mapeo cuasi interior, con n ≥ 3. Por la Proposición
2.5.18, Fn(f) es confluente y por el Teorema 2.5.21 f es un mapeo monótono.

. �
Existe un mapeo cuasi interior f tal que, para cada n ≥ 3, el mapeo inducido Fn(f) no

es cuasi interior. Este es el Ejemplo 2.12.6. Para ver el ejemplo necesitamos el Lema 2.12.5
que veremos en la sección siguiente y que garantiza que todo mapeo MO es un mapeo OM,
seguido del Teorema 2.5.12 que garantiza que la clase de mapeos OM es equivalente la clase
de mapeos cuasi interior.



Funciones inducidas en los productos simétricos de continuos 43

2.11. Mapeo casi abierto

Podemos debilitar un poco la condición de que un mapeo sea abierto, esto es, que el
mapeo sea casi abierto. Veamos la definición.

Definición 2.11.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es casi abierto si para cada
y ∈ Y , existe x ∈ f−1(y) tal que y ∈ ∩{intY (f(U)) : x ∈ U,U es un abierto en X}.

De la definición de mapeo casi abierto se puede probar de manera directa el siguiente
teorema.

Teorema 2.11.2. Si Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo casi abierto, con n ≥ 2, en-
tonces f : X −→ Y es un mapeo casi abierto.

Demostración. Sea n ≥ 2 y supongamos que Fn(f) es un mapeo casi abierto. Mos-
tremos que f es un mapeo casi abierto. Para esto, sea y ∈ Y . Ya que Fn(f) es casi abierto,
entonces existe A ∈ Fn(f)−1({y}) tal que

{y} ∈ ∩{intFn(Y )(Fn(f)(U)) : A ∈ U , yU es un abierto enFn(X)}.

Sea x ∈ A. Ya que Fn(f)(A) = {y}, se sigue que x ∈ f−1(y). Queremos probar que
y ∈ ∩{intY (f(U)) : x ∈ U yU es un abierto enX}. Para esto, sea U un subconjunto abierto
de X tal que x ∈ U . Probemos que y ∈ intY (f(U)).
En efecto, notemos que A ∈ 〈X,U〉n. Ya que 〈X,U〉n es un abierto en Fn(X), se sigue que
{y} ∈ intFn(Y )(Fn(f)(〈X,U〉n)). Por el Teorema 1.2.10, existen U1, . . . , Ur subconjuntos
abiertos de Y tales que {y} ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n ⊂ Fn(f)(〈X,U〉n). Sea V = ∩ri=1Ui. Note-
mos que V es un subconjunto abierto de Y , y que y ∈ V . Afirmamos que V ⊂ f(U). En
efecto, sea w ∈ V , entonces {w} ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n. Se sigue que existe B ∈ 〈X,U〉n tal que
Fn(f)(B) = {w}. Como B ∩ U 6= ∅ y f(B) = {w}, entonces B ∩ U ⊂ f−1(w). Se sigue que
w ∈ f(U). Por tanto, V ⊂ f(U). Hemos mostrado que y ∈ V ⊂ f(U), con V un subconjunto
abierto en Y . Aśı, y ∈ intY (f(U)). La prueba está completa.

. �
El rećıproco del teorema anterior también es cierto, para ver una prueba de esta afirma-

ción demos antes el siguiente resultado.

Lema 2.11.3. Si f : X −→ Y es un mapeo, n ∈ N, U1, . . . , Ur son subconjuntos abiertos y
no vaćıos de X, con r ≤ n, entonces

〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n ⊂ Fn(f)(〈U1, . . . , Ur〉n).

Demostración. Sea B ∈ 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n. Consideremos el conjunto

A = {f−1(b) ∩ Ui : i ∈ Ir, b ∈ B ∩ intY (f(Ui))}.

Notemos que A 6= ∅. Además, como r ≤ n y |B| ≤ n, entonces existe A0 ⊂ A tal que
|A0| ≤ n, para cada U ∈ {U1, . . . , Ur}, existe N ∈ A0 tal que N ⊂ U , y tal que para cada
b ∈ B, existe M ∈ A0 tal que M ⊂ f−1(b).
Sean h : A0 −→

⋃
A0 una función tal que h(L) ∈ L, para cada L ∈ A0, y

A = {h(L) : L ∈ A0}.

Notemos que |A| ≤ |A0|, por lo que A ∈ Fn(X). Afirmamos que A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n ∩
Fn(f)−1(B).
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Mostremos primero que A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n. En efecto, sea a ∈ A. Se sigue que exis-
ten U ∈ {U1, . . . , Ur} y b ∈ B, tales que U ∩ f−1(b) ∈ A0 y h(U ∩ f−1(b)) = a. Ya
que h(U ∩ f−1(b)) ∈ U ∩ f−1(b), entonces a ∈ U , por lo que A ⊂ ∪ri=1Ui. Ahora, sea
U ∈ {U1, . . . , Ur}. Por la elección de A0, existe N ∈ A0 tal que N ⊂ U . Aśı, h(N) ∈ U ∩A,
es decir, U ∩A 6= ∅. Esto prueba que A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n.
Veamos ahora que A ∈ Fn(f)−1(B). En efecto, ya que A0 ⊂ A, tenemos que Fn(f)(A) ⊂ B.
Para probar la otra contención, sea b ∈ B. Por la elección de A0, existe M ∈ A0 tal que
M ⊂ f−1(b). Por tanto, h(M) ∈ A y f(h(M)) = b. Concluimos que Fn(f)(A) = B.
Como A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n y Fn(f)(A) = B, se tiene que B ∈ Fn(f)(〈U1, . . . , Ur〉n). Esto
completa la prueba.

. �

Teorema 2.11.4. Si f : X −→ Y es un mapeo casi abierto y n ≥ 2 entonces Fn(f) es un
mapeo casi abierto.

Demostración. Supongamos que f es un mapeo casi abierto, y n ≥ 2. Mostremos
que Fn(f) es un mapeo casi abierto. Para este fin, sea B ∈ Fn(Y ). Como f es casi abierto,
entonces para cada b ∈ B existe ab ∈ X satisfaciendo:

b ∈ ∩{intY (f(U)) : ab ∈ U, yU es un abierto enX}.

Sea A = {ab : b ∈ B}. Notemos que A ∈ Fn(f)−1(B). Mostremos que

B ∈ ∩{intFn(Y )(Fn(f)(U)) : A ∈ U , yU es un abierto enFn(X)}.

En efecto, sea U un subconjunto abierto de Fn(X) tal que A ∈ U . Mostremos que B ∈
intFn(Y )(Fn(f)(U)).
Por el Teorema 1.2.10, existen U1, . . . , Ur subconjuntos abiertos de X, con r ≤ n, tales que
A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n ⊂ U . Aśı, A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ Ir. Sea j ∈ Ir. Consideremos ab ∈ A,
para algún b ∈ B, tal que ab ∈ A∩Uj . Se sigue que b ∈ intY (f(Uj)), es decir, intY (f(Uj)) 6= ∅.
Aśı, intY (f(Ui)) es un subconjunto abierto no vaćıo de Y , para cada i ∈ Ir. Por el Teorema
1.2.10, 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n es un subconjunto abierto no vaćıo de Fn(Y ). Por el
Lema 2.11.3, tenemos que

〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n ⊂ Fn(f)(〈U1, . . . , Ur〉n) ⊂ Fn(f)(U).

Afirmamos que B ∈ 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n. En efecto, sea b ∈ B. Ya que A ⊂
∪ri=1Ui, entonces existe U ∈ {U1, . . . , Ur} tal que ab ∈ U . Esto, y la elección de ab, implican
que b ∈ intY (f(U)). Aśı, b ∈ ∪ri=1intY (f(Ui)). Por último, sea U ∈ {U1, . . . , Ur}. Como
A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n, tenemos que A ∩ U 6= ∅. Aśı, existe c ∈ B tal que ac ∈ U . Por la elec-
ción de ac, se sigue que c ∈ intY (f(U)), por lo que B∩ intY (f(U)) 6= ∅. Concluimos que
B ∈ 〈intY (f(U1)), . . . , intY (f(Ur))〉n. Por lo tanto, B ∈ intFn(Y )(Fn(f)(U)). Esto termina
la prueba.

. �
De los dos teoremas de esta sección se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.11.5. Si f : X −→ Y es un mapeo y n ≥ 2 entonces f es un mapeo casi
abierto si y sólo si Fn(f) es un mapeo casi abierto.

2.12. Mapeo MO

Definición 2.12.1. Sea f : X −→ Y un mapeo. Decimos que f es MO, si existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto h : X −→ Z y un mapeo monótono g : Z −→ Y , tales que f = g◦h.
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El Ejemplo 2.12.6 nos da un ejemplo de un mapeo f que cuasi interior, pero que Fn(f)
no lo es para n ≥ 3.
El primer resultado de mapeos MO es el siguiente:

Teorema 2.12.2. Si f : X −→ Y es un mapeo MO, entonces F2(f) es un mapeo MO.

Demostración. Como f es un mapeo MO, existe un continuo Z, un mapeo abierto
h : X −→ Z, y un mapeo monótono g : Z −→ Y tales que f = g ◦ h. Por los Teore-
mas 2.3.5 y 2.4.6, F2(h) es un mapeo abierto, y F2(g) es un mapeo monótono. Además,
F2(f) = F2(g) ◦ F2(h). Por lo tanto, F2(f) es un mapeo MO.

. �
El teorema anterior no se cumple para los casos n ≥ 3. Antes de dar un ejemplo veamos

unos resultados que necesitamos. El primero de ellos es el siguiente:

Lema 2.12.3. Si f : X −→ Y es un mapeo monótono entonces f es un mapeo MO.

Demostración. Supongamos que f es un mapeo monótono. Sean Z = F1(X), g : Z −→
Y un mapeo definido por, {x} 7→ f(x), y sea h : X −→ Z un mapeo definido por, x 7→ {x}.
Por el Corolario 1.2.20, Z es un continuo y, por el Lema 1.2.37, h es un homeomorfismo,
por lo que h es un mapeo abierto. Además, es claro que f = g ◦ h. Mostremos que g es un
mapeo monótono. En efecto, sea y ∈ Y , como f es monótono, f−1(y) es conexo y, como h
es homeomorfismo, h(f−1(y)) es conexo. Puesto que h(f−1(y)) = g−1(y), g−1(y) es conexo,
por lo que g es monótono. Por lo tanto, f es un mapeo MO.

. �
El siguiente resultado nos da una condición suficiente para que el mapeo Fn(f) sea MO.

Teorema 2.12.4. Sea f : X −→ Y un mapeo monótono, entonces para n ≥ 3, Fn(f) es un
mapeo MO.

Demostración. Como f es un mapeo monótono, se sigue del Teorema 2.4.6 que Fn(f)
es un mapeo monótono, para n ≥ 3. Por el Lema 2.12.3, Fn(f) es un mapeo MO.

. �
Es natural preguntarnos si existe una relación entre los mapeos OM que se definió en

2.5.11 y los mapeos MO. El siguiente resultado nos da una respuesta afirmativa.

Lema 2.12.5. Todo mapeo MO es un mapeo OM.

Demostración. Sea f : X −→ Y un mapeo MO. Se sigue que existen un continuo Z,
un mapeo monótono g : Z −→ Y , y un mapeo abierto h : X −→ Z tales que f = g ◦ h. Por
el Corolario 2.5.10, g es cuasi interior. Afirmamos que f es cuasi interior; en efecto, sean
y ∈ Y , C una componente de f−1(y), y U un subconjunto abierto de X tal que C ⊂ U .
Como h es abierto, h(U) es un abierto en Z. Como g es monótono, g−1(y) es conexo y
aśı consta de una sola componente. Notemos que g−1(y) ⊂ h(U). Como g es cuasi interior,
y ∈ intY (g(h(U))) = intY (f(U)). Por lo tanto, f es cuasi interior. Por el Teorema 2.5.12, f
es OM.

. �
Estamos listos para ver un ejemplo que muestra la existencia de un mapeo MO f tal

que Fn(f) no lo es, para n ≥ 3.
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Ejemplo 2.12.6. Consideremos la función f : [0, 1] −→ [0, 1], definido por,

f(x) =

{
2x si x ∈ [0, 1

2 ],
2− 2x si x ∈ [ 1

2 , 1].

La siguiente figura describe el comportamiento de la función f .

Veamos que f es un mapeo MO pero, para n ≥ 3, Fn(f) no es OM (y entonces tampoco
es MO).
En efecto, notemos que f es un mapeo abierto y que f = id ◦ f . Aśı, f es un mapeo MO.
Supongamos que Fn(f) : Fn([0, 1]) −→ Fn([0, 1]) es un mapeo OM, para n ≥ 3. Se sigue
que existen un continuo Z, un mapeo monótono G : Fn([0, 1]) −→ Z, y un mapeo abierto
H : Z −→ Fn([0, 1]) tal que Fn(f) = H ◦ G.
Observemos que para cada y ∈ [0, 1], f−1(y) tiene a lo más dos elementos. Aśı, para cada M
subconjunto finito de [0, 1], f−1(M) es finito, y P(f−1(M)) := {N : N ⊂M} es finito. Sea
A ∈ Fn([0, 1]). Afirmamos que Fn(f)−1(A) ⊂ P(f−1(A)). Para esto, sea B ∈ Fn(f)−1(A),
entonces Fn(f)(B) = A, por lo que f(B) = A. Aśı, B ⊂ f−1(A), es decir, B ∈ P(f−1(A)).
Por tanto, Fn(f)−1(A) ⊂ P(f−1(A)). Como A es un subconjunto finito de [0, 1], Fn(f)−1(A)
es finito.
Dado z ∈ Z, Fn(f)(G−1(z)) = (H ◦ G)(G−1(z)) = H(z). Aśı, G−1(z) ⊂ Fn(f)−1(H(z)).
Como G es monótono, y Fn(f)−1(H(z)) es finito, G−1(z) es un conjunto unipuntual. Se
sigue que G es un mapeo inyectivo. Notemos que G es un homeomorfismo y, en particular
G es abierto. Ya que H es abierto, Fn(f) = H ◦ G es abierto. Por el Teorema 2.3.6, f es
un homeomorfismo, lo cual es falso. Por lo tanto, Fn(f) no es un mapeo OM. Por el Lema
2.12.5, Fn(f) no es MO.

Si la función inducida Fn(f) pertenece a la clase de funciones MO entonces f también
pertenece a esta clase.

Teorema 2.12.7. Si Fn(f), con n ≥ 3, es un mapeo MO entonces f es un mapeo MO.

Demostración. El resultado se obtiene de una implicación de resultados previos. Como
Fn(f) es un mapeo MO, por el Lema 2.12.5, Fn(f) es un mapeo OM y, por el Lema 2.5.12,
Fn(f) es un mapeo cuasi interior. Por el Teorema 2.5.18, Fn(f) es confluente. Como n ≥ 3,
entonces por el Teorema 2.5.21 f es monótono y, finalmente por el Teorema 2.12.3 f es MO.

. �
No encontré una respuesta para la siguiente pregunta que trata el caso n = 2 en el teo-

rema anterior.

Pregunta 6.6 Si F2(f) es un mapeo MO, ¿f : X −→ Y es MO?
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2.13. Mapeo OM

Recordemos la definición de mapeo OM que se dió en 2.5.11.

Definición 2.13.1. Sea f : X −→ Y un mapeo. Decimos que f es OM, si existen un conti-
nuo Z, un mapeo abierto g : Z −→ Y y un mapeo monótono h : X −→ Z, tales que f = g◦h.

Un ejemplo de un mapeo OM y otro que no lo es, se dan en el Ejemplo 2.12.6.

Recordemos también que por el Teorema 2.5.12 la clase de mapeos OM y la clase de ma-
peos cuasi interior son equivalentes, de manera que los resultados obtenidos en esta sección
para mapeos OM pueden ser obtenidos de los análogos a los resultados de los mapeos cuasi
interior. Sin embargo, damos algunas demostraciones alternas de esta sección.

La siguiente definición es una caracterización importante de los mapeos cuasi interior o
mapeos OM.

Definición 2.13.2. Dada una sucesión (Am)∞m=1 de elementos en X, se define limsupm→∞Am
como el conjunto de puntos x ∈ X tal que existe una secuencia de números positivos
m1 < m2 < · · · , y existen puntos xmk

∈ Amk
tal que la sucesión (xmk

)∞k=1 converge a
x.

Proposición 2.13.3. Un mapeo f : X −→ Y es cuasi interior si y sólo si para cada su-
cesión (yn)n∈N en Y que converge a un punto y ∈ Y , se tiene que lim supn→∞f

−1(yn)
interseca a cada componente de f−1(y).

Demostración. Supongamos que f es cuasi interior y sea y ∈ Y . Tomemos una su-
cesión (yn)∞n=1 en Y que converge a y. Sean C una componente de f−1(y) y U un abierto
de X que contiene a C. Como f es cuasi interior, y ∈ intY (f(U)), es decir, f(U) es una
vecindad de y en Y . Aśı, existe un natural N tal que para todo n ≥ N , yn ∈ f(U). Se
sigue que f−1(yn) ⊂ U , para cada n ≥ N . Tomando puntos de estos conjuntos cerrados lo
suficientemente cerca de C, obtenemos C ∩ limsupn→∞f−1(yn) 6= ∅.
Para mostrar el regreso, sean U un subconjunto abierto de X, y C una componente de
f−1(y) contenida en U . Razonando por contradicción, supongamos que y /∈ intY (f(U)).
Se sigue que existe (yn)n∈N una sucesión de elementos en Y \ f(U) que converge a y. Aśı,
f−1(yn) ⊂ f−1(Y \ f(U)) = X \ f−1(f(U)) ⊂ X \ U . Como X \ U es un cerrado en X,
entonces limsupn→∞f

−1(yn) ⊂ X \ U ⊂ X \ C, es decir, C ∩ limsupn→∞f−1(yn) = ∅, lo
cual es falso. Por lo tanto, y ∈ intY (f(U)).

. �
El siguiente teorema es una caracterización de los mapeos OM.

Teorema 2.13.4. Un mapeo f : X −→ Y es OM si y sólo si para cada sucesión (yn)n∈N
en Y que converge a un punto y ∈ Y , se tiene que lim supn→∞f

−1(yn) interseca a cada
componente de f−1(y).

Demostración. Se sigue del Teorema 2.5.12 y de la Proposición 2.13.3.

. �
El siguiente teorema es el análogo al Teorema 2.10.2.

Teorema 2.13.5. Sea n ≥ 2 y f : X −→ Y un mapeo. Si Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un
mapeo OM, entonces f es OM.
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Demostración. Sean (ym)∞m=1 una sucesión en Y que converge a un punto y ∈ Y ,
y C una componente de f−1(y). Para probar que f es un mapeo OM , por el Teorema
2.13.4, basta probar que C ∩ limsupm→∞f−1(ym) 6= ∅. Por el Lema 2.5.5, F1(C) es una
componente de F1(f)−1(F1({y})) = F1(f)−1({y}). Como F1(f)−1({y}) ⊂ Fn(f)−1({y}) y
F1(C) es conexo, consideremos la componente C de Fn(f)−1({y}) que contiene a F1(C).
Por el Lema 2.5.3,

⋃
C es conexo. Afirmamos que C =

⋃
C. En efecto, sea x ∈ C, entonces

{x} ∈ F1(C) ⊂ C. De aqúı que, x ∈
⋃
C. Ahora, sea x ∈

⋃
C, existe A ∈ C tal que x ∈ A.

Ya que A ∈ C ⊂ Fn(f)−1({y}), Fn(f)(A) = {y}. Aśı, f(x) = y, por lo que x ∈ f−1(y). Se
sigue que

⋃
C ⊂ f−1(y). Ya que

⋃
C es conexo, C ⊂

⋃
C y C es una componente de f−1(y),

tenemos que C =
⋃
C.

Como Fn(f) es OM y ({ym})∞m=1 es una sucesión en Fn(Y ) que converge a {y}, por el
Teorema 2.13.4, existe A ∈ C ∩ Limsupm→∞Fn(f)−1({ym}). Aśı, existen enteros positivos
m1 < m2 < · · · , y elementos Amk

∈ Fn(f)−1({ymk
}) tal que (Amk

)∞m=1 converge en Fn(X) a
A. Sea x ∈ A. Por el Lema 1.3.4, existe una sucesión de puntos (xmk

)∞k=1 en X que converge
a x, tal que xmk

∈ Amk
, para cada k ∈ N. Ya que Fn(f)(Amk

) = {ymk
},f(xmk

) = ymk
.

Aśı, xmk
∈ f−1(ymk

). Se sigue que x ∈ limsupm→∞f−1(ym). Además, como x ∈ A ∈ C, y⋃
C = C, x ∈ C. Por lo tanto, x ∈ C ∩ limsupm→∞f−1(ym). Esto completa la prueba.

. �
EL siguiente teorema es el equivalente al Teorema 2.10.3.

Teorema 2.13.6. Si f : X −→ Y es un mapeo OM, entonces F2(f) es OM.

Demostración. Análogo a la demostración del Teorema 2.12.2.

. �
Por el Ejemplo 2.12.6, existe un mapeo f : [0, 1] −→ [0, 1] que es OM (pues f es abierto

y f = f ◦ id), pero que Fn(f) no lo es, para cada n ≥ 3.

2.14. Mapeo homeomorfismo local

El concepto de homeomorfismo local es muy importante en el estudio de propiedadades
topológicas. Veamos la definición:

Definición 2.14.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es homeomorfismo local si para
cada x ∈ X, existe un abierto U de X tal que x ∈ U , f(U) es abierto en Y , y la función
restricción f |U : U −→ f(U) es un homeomorfismo.

Un ejemplo de un mapeo homeomorfismo local f se da en el Ejemplo 2.2.4, esto ya que
para cada punto p de S1 se puede elegir un subconjunto abierto lo suficientemente pequeño
U de S1 que contenga a p y que f |U sea un homeomorfismo. El siguiente ejemplo muestra
un mapeo que no es homeomorfismo local.

Ejemplo 2.14.2. Sea I = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [0, 1]} y f : S1 ∪ I −→ S1 el mapeo que es la
identidad en S1 y que mapea I en el punto p = (1, 0). Veamos la siguiente figura.

Notemos que no existe un abierto U de S1 ∪ I que contenga al punto p y que f |U sea un
homeomorfismo, por lo que concluimos que f no es un mapeo homeomorfismo local (aunque
śı lo sea en cada punto de S1 \ I).

El siguiente resultado muestra que una condición suficiente para que un mapeo f sea
abierto es que sea un mapeo homeomorfismo local. Este resultado servirá para probar el
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Teorema principal de esta sección.

Lema 2.14.3. Todo mapeo homeomorfismo local es un mapeo abierto.

Demostración. En efecto, sean f : X −→ Y un homeomorfismo local, y U un sub-
conjunto abierto de X. Mostremos que f(U) es un subconjunto abierto de Y . Para esto, sea
y ∈ f(U), entonces existe x ∈ U tal que f(x) = y. Como f es un homeomorfismo local, existe
un subconjunto abierto V de X tal que x ∈ V , f(V ) es un abierto en Y , y la restricción
f |V : V −→ f(V ) es un homeomorfismo. Ya que U ∩ V es un abierto en X y U ∩ V ⊂ V se
sigue que U ∩ V es un abierto en V . Como f |V es un homeomorfismo, entonces f |V (U ∩ V )
es un abierto en V , el cual es asu vez un abierto en Y . Se sigue que f |V (U ∩V ) es un abierto
en Y . Además, como x ∈ U ∩ V , entonces y = f(x) ∈ f |V (U ∩ V ) ⊂ f(U). Esto prueba que
f(U) es un abierto en Y .

. �
La siguiente proposición es una caracterización de los mapeos homeomorfismo local. El

lector puede consultar [12, Teorema 4.27].

Proposición 2.14.4. si f : X −→ Y es un mapeo, entonces f es un homeomorfismo local
si y sólo si f es un mapeo abierto y existe un entero positivo n tal que |f−1(y)| = n, para
cada y ∈ Y .

Los resultados principales de esta sección se obtienen como una consecuencia del siguien-
te teorema.

Teorema 2.14.5. Si f : X −→ Y es un mapeo y n ≥ 2, entonces Fn(f) es un homeomor-
fismo local si y sólo si f es un homeomorfismo.

Demostración. Supongamos que Fn(f) es un homeomorfismo local para n ≥ 3. Por el
Lema 2.14.3, Fn(f) es un mapeo abierto y, por el Teorema 2.3.4, f es un homeomorfismo.
Veamos el caso n = 2.
Supongamos que F2(f) es un homeomorfismo local. Mostremos que f es un homeomorfismo.
Por hipótesis f es una función continua y sobreyectiva. Por el Lema 2.14.3, F2(f) es un
mapeo abierto y, por el Teorema 2.3.4, f es un mapeo abierto. Mostremos que f es una
función inyectiva. Para este fin, mostraremos que |f−1(y)| = 1, para cada y ∈ Y . En efecto,
por la Proposición 2.14.4 existe un entero positivo m tal que |F2(f)−1(A)| = m, para cada

A ∈ F2(Y ). Afirmamos que m = |f−1(y)|(|f−1(y)|+1)
2 , para cada y ∈ Y . Para probar esto, sea

y ∈ Y . Notemos que |F2(f)−1({y}) ∩ F1(X)| = |f−1(y)|, y que el conjunto F2(f)−1({y}) ∩
(F2(X) \ F1(X)) consta de los subconjuntos de dos elementos de X que son mapeados por
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f sobre {y}. Aśı, |F2(f)−1({y}) ∩ (F2(X) \ F1(X))| es el coeficiente binomial de
(|f−1(y)|

2

)
.

Ya que
(|f−1(y|)

2

)
= |f−1(y)|!

2(|f−1(y)|−2)! = |f−1(y)|(|f−1(y)|−1)
2 , se sique que

m = |F2(f)−1({y})| = |f−1(y)|+ |f
−1(y)|(|f−1(y)| − 1)

2
=
|f−1(y)|(|f−1(y)|+ 1)

2
.

Como y fue arbitrario, se sigue que la igualdad anterior es cierta para cada y ∈ Y .
De la igualdad anterior se sigue que existe r ∈ N tal que r = |f−1(y)|, para cada y ∈ Y . Fi-
nalmente, sea {a, b} ∈ Fn(Y ), con a 6= b. Notemos que F2(f)−1({a, b}) = 〈f−1(a), f−1(b)〉2,

y que |〈f−1(a), f−1(b)〉2| = |f−1(a) × f−1(b)| = r2. Aśı, m = r2 = r(r+1)
2 , es decir, r2 = r,

por lo que r = 1. Esto termina la prueba de que f es un homeomorfismo.
La otra implicación del enunciado se sigue del Teorema 2.1.7, y del hecho de que cada ho-
meomorfismo es un homeomorfismo local.

. �

Teorema 2.14.6. Si Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo homeomorfismo local, con
n ≥ 2, entonces f también lo es.

Demostración. Sean n ≥ 2 y Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) un mapeo homeomorfismo
local. Por el Teorema 2.14.5, f es un homeomorfismo. Notemos que todo homeomorfismo es
un homeomorfismo local. Concluimos que f es un mapeo homeomorfismo local.

. �
El siguiente resultado muestra que el rećıproco al teorema anterior no es cierto.

Teorema 2.14.7. Existe un mapeo homeomorfismo local f tal que Fn(f) no es un mapeo
homeomorfismo local para todo n ≥ 2.

Demostración. En efecto, la función f del Ejemplo 2.14.2 es un mapeo homeomorfismo
local. Supongamos que Fn(f) es un mapeo homeomorfismo local para algún n ≥ 2, entonces
por el Teorema 2.14.5 f es un homeomorfismo, lo cual no es cierto pues f no es inyectiva.
Concluimos que para cada n ≥ 2, Fn(f) no es un mapeo homeomorfismo local.

. �

2.15. Mapeo fuertemente monótono

Las funciones que pertenecen a la clase de función que veremos en esta sección, estudian
la irreducibilidad de las preimágenes de continuos irreducibles. Comencemos esta sección
con un par de definiciones.

Definición 2.15.1. Decimos que un continuo X es irreducible si no existe un subcontinuo
propio de X que contenga a {p, q} para algunos p y q en X.

Ejemplo 2.15.2. El continuo [0, 1] es irreducible, pues para 0, 1 ∈ [0, 1], no existe un sub-
continuo propio de [0, 1] que contenga a {0, 1}.

Definición 2.15.3. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es fuertemente monótono si
f−1(B) es un continuo irreducible para cada subcontinuo irreducible B de Y .
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En el Ejemplo 2.15.6 se da un ejemplo de un mapeo fuertemente monótono (y de otro
que no lo es).

El siguiente resultado nos da una caracterización de los mapeos monótonos (de donde
podemos suponer el por qué del nombre fuertemente monótono).

Lema 2.15.4. Para un mapeo f : X −→ Y son equivalentes las siguientes afirmaiones:
(1) f es monótono.
(2) Para cada subcontinuo irreducible B de Y , tenemos que f−1(B) es un continuo.

Demostración. Si f es monótono, entonces f−1(B) es un subcontinuo de X, para todo
B ∈ C(Y ) (la conexidad se sigue del Lema 2.5.13 y la compacidad de que B es cerrado
en Y y f es continua). Supongamos ahora que (2) es cierto. Sea B un subcontinuo de Y ,
mostremos que f−1(B) es conexo. Para esto, sea p ∈ f−1(B). Se tiene que f(p) ∈ B y,
por [10, Teorema 1, p.192], se sigue que para cada b ∈ B \ {f(p)}, existe un subcontinuo
irreducible Bbf(p) entre f(p) y b contenido en B. Notemos que B =

⋃
{Bbf(p) : b ∈ B}. Se

sigue que f−1(B) =
⋃
{f−1(Bbf(p)) : b ∈ B}. Por la hipótesis de (2), tenemos que para cada

b ∈ B \ {f(p)}, f−1(Bbf(p)) es un continuo. Ya que p ∈ f−1(Bbf(p)) para cada b ∈ B \ {f(p)},
tenemos que f−1(B) es la unión de una familia de continuos con intersección no vaćıa. Se
sigue que, f−1(B) es conexo. Por el Lema 2.5.13, f es monótono.

. �

Teorema 2.15.5. Sean f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo fuertemente
monótono, entonces f también lo es.

Demostración. Supongamos que Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo fuertemente
monótono. Sean Q un subcontinuo irreducible de Y , y E un elemento en Fn−1(Y \Q) con
|E| = n− 1, digamos E = {e1, . . . , en−1}. Sea Q = 〈Q, {e1}, . . . , {en−1})〉n. Notemos que

Q = {{q} ∪ E : q ∈ Q}.

Tenemos que Q es una familia de subconjuntos de n elementos de Y , y es homeomorfo a
Q. Por lo tanto, Q es un subcontinuo irreducible de Fn(Y ). Como Fn(f) es fuertemente
monótono, entonces Fn(f)−1(Q) es un continuo irreducible, digamos irreducible entre A y
B. Sean a ∈ A ∩ f−1(Q), y b ∈ B ∩ f−1(Q). Afirmamos que f−1(Q) es irreducible entre a
y b. Para este fin, por el Lema 2.15.4, tenemos que Fn(f) es monótono y, por el Teorema
2.4.6, f es monótono. Sea E = {f−1(e1), . . . , f−1(en−1)}. Como f es monótono, E ⊂ C(X),
y f−1(Q) ∈ C(X). Definamos

〈{f−1(Q)} ∪ E〉n = 〈f−1(Q), f−1(e1), . . . , f−1(en−1)〉n.

Mostremos que Fn(f)−1(Q) = 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n. En efecto, sea C ∈ Fn(f)−1(Q), se sigue
que existe q ∈ Q tal que Fn(f)(C) = {q} ∪ E, y aśı |C| = n. Además, para cada i ∈
In−1, C ⊂ f−1(Q) ∪ f−1(ei), C ∩ f−1(ei) 6= ∅, y C ∩ f−1(Q) 6= ∅. Lo anterior implica
que C ∈ 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n. Para la otra contención, sea C ∈ 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n, entonces
|C| = n y Fn(f)(C) = {q} ∪ E, para algún q ∈ Q. Se sigue que Fn(f)(C) ∈ Q, es decir,
C ∈ Fn(f)−1(Q). Por lo tanto,

Fn(f)−1(Q) = 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n.

Ahora mostremos que f−1(Q) es irreducible entre a y b. En efecto, Sea Z un subconti-
nuo de X tal que a, b ∈ Z ⊂ f−1(Q). Notemos que A,B ∈ Z ∪ f−1(E), Z ∩ A 6= ∅ 6=
Z ∩ B, y A ∩ f−1(ei) 6= ∅ 6= B ∩ f−1(ei), para cada i ∈ In−1. Se sigue que A,B ∈
〈Z, f−1(e1), . . . , f−1(en−1)〉n =: 〈{Z} ∪ E〉n. Como Z ⊂ f−1(Q), tenemos que 〈{Z} ∪ E〉n ⊂
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〈{f−1(Q)} ∪ E〉n. Ademá, ya que f−1(Q) y f−1(ei) son subcontinuos de X, para cada
i ∈ In−1, se sigue del Lema 2.4.4 que 〈{Z} ∪ E〉n es un subcontinuo de Fn(X) satisfaciendo
que A,B ∈ 〈{Z} ∪ E〉n ⊂ Fn(f)−1(Q). Ya que Fn(f)−1(Q) es irreducible entre A y B, se
sigue que Fn(f)−1(Q) = 〈{Z} ∪ E〉n.
Sean x ∈ f−1(Q) y K ∈ 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n con x ∈ K. Como f−1(Q) ∩ f−1(ei) = ∅, para
cada i ∈ In−1, entonces x /∈ f−1(ei), para cada i ∈ In−1. Además, como 〈{f−1(Q)} ∪ E〉n =
〈{Z} ∪ E〉n, se sigue que K ∈ 〈{Z} ∪ E〉n, por lo que x ∈ Z. Aśı, f−1(Q) = Z. Por lo tanto,
f−1(Q) es irreducible entre a y b. Esto concluye la prueba.

. �
El siguiente Ejemplo muestra que el rećıproco del teorema anterior no es cierto, es decir,

que existe un mapeo fuertemente monótono f : X −→ Y , tal que Fn(F ) no es fuertemente
monótono, para cada n ≥ 2.

Ejemplo 2.15.6. Sean X = {(x, sen( 1
x )) : x ∈ (0, 1]} ∪ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}, y Y = [0, 1].

Sea f : X −→ Y una función definida por f((x, y)) = x. Veamos la siguiente figura.

El continuo Y es irreducible entre los puntos 0 y 1 (los extremos del intervalo), y f−1(Y )
es irreducible entre los puntos (0, y) (para algún y ∈ [−1, 1]) y f−1(1). Como los subcontinuos
B de Y que son irreducibles son subintervalos, se sigue de un razonamiento similar a lo
anterior que f−1(B) es irreducible. Por lo tanto, f es un mapeo fuertemente monótono.
Mostremos que Fn(f) no lo es, para n ≥ 2.
En efecto, sea I = {{0, y} : y ∈ [0, 1]}. Notemos que I es un subconjunto de F2(Y ) que
es homeomorfo a Y , por lo que I es un subcontinuo irreducible de F2(Y ). Mostremos que
Fn(f)−1(I) no es irreducible. En efecto, notemos primero que

Fn(f)−1(I) = {{(0, y′), (y, sen(1/y))} : y′ ∈ [−1, 1], y ∈ (0, 1]} ∪ {(0, y′) : y′ ∈ [−1, 1]}.

Sean A,B ∈ Fn(f)−1(I). Se sique que existen a ∈ A ∩ f−1(0) y b ∈ B ∩ f−1(0). Sean
A = {{a, x} : x ∈ X}, B = {{b, x} : x ∈ X}, y F = 〈f−1(0)〉n ∪ A ∪ B. Notemos que A
y B son homeomorfos a X, por lo que A,B ∈ C(Fn(X)). Además, como f−1(0) es cone-
xo y cerrado, f−1(0) es un subcontinuo de X, por lo que 〈f−1(0)〉n ∈ C(Fn(X)). Ya que
{a} ∈ 〈f−1(0)〉n ∩ A, y {b} ∈ 〈f−1(0)〉n ∩ B, se sique que F ∈ C(Fn(X)).
Sea c ∈ f−1(0), con a 6= c 6= b, entonces {c, x} /∈ F , para cada x ∈ X \{(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.
Aśı, F es un subcontinuo propio de Fn(X). Finalmente, tenemos que A ∈ 〈f−1(0)〉n o
A ∈ A, y B ∈ 〈f−1(0)〉n o B ∈ B, es decir, A,B ∈ F . Por lo tanto, Fn(f)−1(I) no es
irreducible. Esto prueba que Fn(f) no es un mapeo fuertemente monótono, para n ≥ 2.
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2.16. Mapeo casi monótono

En esta sección estudiamos la clase de funciones que debilita de manera natural a la clase
de funciones que son mapeos monótonos, esto es, que las preimagenes de subcontinuos con
interior no vaćıo sean conexos.

Definición 2.16.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es casi monótono si siempre que
para cada subcontinuo B de Y con interior no vaćıo, se tiene que f−1(B) es conexo.

Un ejemplo de un mapeo que es casi monótono y otro donde no lo es se dan en el Ejemplo
2.16.6.
El primer resultado importante de esta sección es el siguiente:

Teorema 2.16.2. Sea n ≥ 2, si Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es un mapeo casi monótono,
entonces f : X −→ Y es un mapeo casi monótono.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y con interior no vaćıo. Mostremos que
f−1(B) es conexo. Por el Lema 2.4.4, 〈B〉n es conexo. Además, como B es cerrado en
Y , 〈B〉n es cerrado en Fn(Y ), por lo que 〈B〉n es un subcontinuo de Fn(Y ) y, como
〈intY (B)〉n ⊂ 〈B〉n, intFn(Y )(〈B〉n) 6= ∅. Se sigue que Fn(f)−1(〈B〉n) es conexo. Veamos
que Fn(f)−1(〈B〉n) ∩ C(X) 6= ∅. En efecto, sea b ∈ B, existe a ∈ f−1(b), por lo que
{a} ∈ Fn(f)−1(〈B〉n), y {a} ∈ C(X). Por el Lema 2.4.5,

⋃
Fn(f)−1(〈B〉n) es conexo. Afir-

mamos que
⋃
Fn(f)−1(〈B〉n) = f−1(B). En efecto, sea x ∈ f−1(B), entonces {f(x)} ∈ 〈B〉n.

Aśı, {x} ∈ Fn(f)−1({f(x)}) ⊂ Fn(f)−1(〈B〉n). Por lo tanto, x ∈
⋃
Fn(f)−1(〈B〉n). Para

la otra contención, sea x ∈
⋃
Fn(f)−1(〈B〉n), entonces existe A ∈ Fn(f)−1(〈B〉n) tal que

x ∈ A. Ya que Fn(f)(A) ∈ 〈B〉n, f(A) ⊂ B, por lo que f(x) ∈ B, y aśı x ∈ f−1(B). Hemos
probado que

⋃
Fn(f)−1(〈B〉n) = f−1(B). Por lo tanto, f es casi monótono.

. �
El siguiente resultado muestra que si el espacio Y es un continuo de Peano entonces la

clase de mapeos monótonos y la clase de mapeos casi monótonos coinciden.

Proposición 2.16.3. Si Y es localmente conexo entonces f : X −→ Y es un mapeo casi
monótono si y sólo si f es monótono.

Demostración. Si f es un mapeo monótono entonces, por el Lema 2.5.13, f es casi
monótono. Supongamos que f es casi monótono. Sea y ∈ Y , como Y es localmente conexo,
por el Lema 1.3.22, existe una sucesión (Yn)n∈N de subcontinuos de Peano de Y , tal que
{y} = ∩∞n=1Yn, y para cada n ∈ N, y ∈ intY (Yn), y Yn+1 ⊂ Yn. Como f es casi monótono,
f−1(Yn) es conexo, para cada n ∈ N. Notemos que f−1(y) = ∩∞n=1f

−1(Yn) es conexo. Por
lo tanto, f es un mapeo monótono.

. �
Una manera de garantizar que la función inducida Fn(f) es un mapeo casi monótono, si

f lo es, es que el contino Y sea de Peano.

Teorema 2.16.4. Si f : X −→ Y es un mapeo casi monótono y Y es localmente conexo,
entonces Fn(f) es casi monótono, para cada n ≥ 2.

Demostración. Sea n ≥ 2. Como Y es localmente conexo y f es casi monótono, por
la Proposición 2.16.3, f es monótono y por el Teorema 2.4.6 Fn(f) es un mapeo monótono.
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Por el Lema 2.5.13, Fn(f) es casi monótono.

. �
El siguiente lema sirve para mostrar que la condición de que Y sea un continuo de Peano

en el teorema anterior, es necesaria. Para ello definamos C0(X) = {A ∈ C(X) : intX(A) 6=
∅}, el cual nos servirá en el siguiente lema.

Lema 2.16.5. Para n ≥ 2, {〈K〉n : K ∈ C0(X)} ⊂ C0(Fn(X)).

Demostración. Sea K ∈ C0(X). Como K ∈ C(X), 〈K〉n es un subcontinuo de Fn(X).
Como intX(K) 6= ∅, 〈intX(K)〉n es un abierto no vaćıo en Fn(X). Ya que 〈intX(K)〉n ⊂
〈K〉n, intFn(X)〈K〉n 6= ∅. Por lo tanto, 〈K〉n ∈ C0(Fn(X)).

. �
Existe un mapeo casi monótono f : X −→ Y , donde Y no es localmente conexo, tal que

Fn(f) no es casi monótono para n ≥ 2, este mapeo es descrito en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16.6. Sean X = {(x, sen(1/x)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1} ∪ {(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1},
y Y el espacio identificación de X obtenido de identificar los puntos (0, 1) y (0,−1) a un
punto. Sea f : X −→ Y la función identificación. Veamos la siguiente figura.

Notemos que f es casi monótono. Sean

Q = {(x, sen(
1

x
)) : x ∈ [

1

2
, 1]} y Q = F1(Y ) ∪ 〈f(Q)〉n.

Afirmamos que Q es un subcontinuo de Fn(Y ). En efecto, como (0,−1), (0, 1) /∈ Q, f(Q) es
homeomorfo a Q. Aśı, f(Q) es cerrado y conexo en Y . Se tiene que 〈f(Q)〉n es un cerrado
en Fn(X) que es compacto. Por tanto, 〈f(Q)〉n es compacto en Fn(Y ). Además, por el Lema
2.4.4, 〈f(Q)〉n es conexo. Por lo tanto, 〈f(Q)〉n ∈ C(Fn(X)). Ya que F1(Y ) ∩ 〈f(Q)〉n =
F1(f(Q)) 6= ∅, Q es conexo. Como Q es unión de dos cerrados en Fn(Y ), Q es compacto.
Por lo tanto, Q ∈ C(Fn(Y )). Además, es claro que f(Q) ∈ C0(Y ). Por el Lema 2.16.5,
〈f(Q)〉n ∈ C0(Fn(Y )). Aśı, deducimos que Q ∈ C0(Fn(Y )). Ahora notemos que

Fn(f)−1(Q) = Fn(f)−1(F1(Y )) ∪ Fn(f)−1(〈f(Q)〉n) = (F1(X) ∪ {(0, 1), (0,−1)}) ∪ 〈Q〉n,

el cual no es conexo, por lo tanto, Fn(f) no es casi monótono, para n ≥ 2.

2.17. Mapeos cuasi monónoto y débilmente monótono

En esta sección se estudia un par de clases que debilitan el ser un mapeo casi monótono.
Veamos las definiciones de estas clases de mapeos.
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Definición 2.17.1. Sean f : X −→ Y un mapeo y B un subcontinuo de Y con interior no
vaćıo, decimos que f es un mapeo:
(i) cuasi monónoto si f−1(B) tiene un número finito de componentes y cada una de estas
componentes es mapeada por f sobre B.
(ii) débilmente monótono si cada componente de f−1(B) es mapeada por f sobre B.

Notemos que todo mapeo cuasi monótono es débilmente monótono. Ejemplos de fun-
ciones que pertenecen (y también de las que no pertenecen) a las clases de mapeos de la
definición anterior se dan en el Ejemplo 2.17.6.

El primer resultado de esta sección es el siguiente.

Teorema 2.17.2. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es cuasi monótono entonces
f es cuasi monótono.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y tal que intY (B) 6= ∅. Sea y ∈ intY (B),
existe un subconjunto abierto de Y , U , tal que y ∈ U ⊂ B. Aśı {y} ∈ 〈U〉n ⊂ Fn(B). Como
Fn(B) es un subcontinuo de Fn(Y ) tal que intFn(Y )(Fn(B)) 6= ∅ y, Fn(f) es un mapeo cuasi
monótono, entonces (Fn(f))−1(Fn(B)) tiene un número finito de componentes K1, . . . ,Kr,
y Fn(f)(Ki) = Fn(B), para cada i ∈ Ir. Sea C una componente de f−1(B), por el Lema
2.5.5, Fn(C) es una componente de (Fn(f))−1(Fn(B)), por lo que existe j ∈ Ir tal que
Fn(C) = Kj .
Afirmamos que

⋃
Kj es conexo. En efecto, notemos primero que Kj es un subcontinuo de

2X , pues por definición es conexo y, al ser componente es cerrado en (Fn(f))−1(Fn(B)),
como (Fn(f))−1(Fn(B)) es cerrado en 2X , Kj es cerrado en 2X , el cual es compacto. Aśı Kj
es compacto en 2X . Por lo tanto, Kj ∈ C(2X). Como cada elemento de Kj tiene a lo más n
componentes, Kj ∩Cn(X) 6= ∅. Por lo tanto, se cumplen las hipótesis del Lema 2.5.4, enton-
ces

⋃
Kj es un subconjunto cerrado de X. Sea W una componente de

⋃
Kj , W es cerrado

en un subconjunto cerrado de X, por lo que W es cerrado en X, y aśı W es compacto. Se
sigue que W es un subcontinuo de X, por lo que Kj ∩ C(X) 6= ∅. Como se cumplen las
hipótesis del Lema 2.4.5,

⋃
Kj es un subconjunto conexo.

Notemos que C ⊂
⋃
Kj ⊂ f−1(B), por lo que concluimos que C =

⋃
Kj . Aśı, f−1(B) tiene

a lo más r componentes. Además, si b ∈ B, {b} ∈ Fn(B), por lo que existe A ∈ Kj tal que
Fn(f)(A) = {b}. Es decir, A ∈ Fn(C), y b ∈ f(A) ⊂ f(C), por lo que f(C) = B. Por lo
tanto, f es un mapeo cuasi monótono.

. �
El análogo al teorema anterior, para la clase de mapeos débilmente monótonos, también

es cierto.

Teorema 2.17.3. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es débilmente monótono,
entonces f es débilmente monótono.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y tal que intY (B) 6= ∅. Sea y ∈ intY (B), exis-
te un subconjunto abierto de Y , U , tal que y ∈ U ⊂ B. Tenemos que {y} ∈ 〈U〉n ⊂ Fn(B).
Como Fn(B) es un subcontinuo de Fn(Y ) tal que intFn(Y )(Fn(B)) 6= ∅ y, Fn(f) es un ma-
peo débilmente monótono, entonces cada componente de (Fn(f))−1(Fn(B)) es mapeada por
Fn(f) sobre Fn(B). Sea C una componente de f−1(B), por el Lema 2.5.5, Fn(C) es una
componente de (Fn(f))−1(Fn(B)), por lo que Fn(f)(Fn(C)) = Fn(B). Sea b ∈ B, existe
A ∈ Fn(C) tal que Fn(f)(A) = f(A) = {b}. Aśı, b ∈ f(A) ⊂ f(C), por lo que B ⊂ f(C). Ya
que f(C) ⊂ B, f(C) = B. Por lo tanto, f es un mapeo débilmente monótono.

. �
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Los rećıprocos a los Teoremas 2.17.2 y 2.17.3 no se cumplen. Para ver el ejemplo mos-
tremos antes dos resultados. El primero de ellos garantiza que ser un continuo de Peano X
es equivalente en Fn(X).

Lema 2.17.4. X es localmente conexo si y sólo si Fn(X) es localmente conexo, con n ∈ N.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sean A = {a1, . . . , ar} ∈
Fn(X), y U un subconjunto abierto de Fn(X) que contiene a A. Por el Teorema 1.2.10
, podemos elegir U1, . . . , Ur subconjuntos abiertos de X tal que A ∈ 〈U1, . . . , Ur〉n ⊂ U
y, para cada i ∈ Ir, ai ∈ Ui. Com X es localmente conexo, existen V1, . . . , Vr subcon-
juntos abiertos y conexos de X tal que para cada i ∈ Ir, ai ∈ Vi ⊂ Ui. Se tiene que
A ∈ 〈V1, . . . , Vr〉n ⊂ 〈U1, . . . , Ur〉n. Por el Teorema 1.2.10, y el Lema 2.4.4, 〈V1, . . . , Vr〉n es
un subconjunto abierto y conexo en Fn(X), respectivamente; por lo tanto, Fn(X) es local-
mente conexo en A. Como A fue arbitrario, Fn(X) es localmente conexo.
Para la otra implicación, sean x0 ∈ X, U un subconjunto abierto de X que contiene a x0,
y n ∈ N. Supongamos que Fn(X) es localmente conexo. Ya que {x0} ∈ 〈U〉n, existe un
subconjunto abierto y conexo de Fn(X), W, tal que {x0} ∈ W ⊂ 〈U〉n. Por el Corolario
2.3.3,

⋃
W es un subconjunto abierto de X y, como W∩C(X) 6= ∅, por el Lema 2.4.5,

⋃
W

es un subconjunto conexo de X. Además, es claro que x0 ∈
⋃
W ⊂ U . Por lo tanto, X es

localmente en x0. Como x0 fue dado arbitrariamente, X es localmente conexo.

. �
El segundo resultado previo al ejemplo que queremos dar es la siguiente implicación con-

dicionada entre clases de funciones.

Lema 2.17.5. Si f : X −→ Y es un mapeo débilmente monótono y Y es localmente conexo,
entonces f es confluente.

Demostración. Sean B un subcontinuo de Y , y A una componente de f−1(B). Consi-
deremos la sucesión {Bi}∞i=1 como en el Teorema 1.3.22. Como B ⊂ Bi, A ⊂ f−1(Bi), para
cada i ∈ N. Sea Ai la componente de f−1(Bi) que contiene a A. Por el Lema 1.3.3, Ai es un
subcontinuo de X, para cada i ∈ N . Por el Corolario 1.2.31,
(1) existe una subsucesión (Ai(j))j∈N de (Ai)i∈N, que converge a A∗, para algún A∗ subcon-
tinuo de X. Como A ⊂ Ai(j), para cada j ∈ N,
(2)A ⊂ A∗. Ya que cada Bi es un subcontinuo de Y con intY (Bi) 6= ∅ (1.3.22), y f es por
hipótesis débilmente monótono, entonces
(3) f(Ai(j)) = Bi(j), para cada j ∈ N. Además, notemos que como ∩∞j=1(Bi(j)) = B, enton-
ces
(4) la sucesión {Bi(j)}∞j=1 converge a B. Por (1) y por el Teorema 1.2.36, (f(Ai(j))) converge
a f(A∗). Por (3) y (4),
(5) f(A∗) = B. Por (2) y (5), A ⊂ A∗ ⊂ f−1(B). Ya que A es una componente de f−1(B) y,
por (1), A∗ es un subcontinuo de X, A = A∗. Por (5), f(A) = B. Por lo tanto, f es confluente.

. �
Veamos ahora un ejemplo de un mapeo f que es cuasi monótono y débilmente monótono,

pero que Fn(f) no pertenece a ninguna de estas dos clases de funciones, para n ≥ 3.

Ejemplo 2.17.6. Notemos que el mapeo f : [−1, 1] −→ [0, 1], definido por, f(x) = |x|, es
cuasi monótono (y aśı débilmente monótono), pero no es monótono. Afirmamos que para
cada n ≥ 3, Fn(f) no es cuasi monótono ni débilmente monótono. En efecto, razonando
por contradicción, supongamos que Fn(f) es débilmente monótono. Como [0, 1] es un espa-
cio localmente conexo, se sigue del Lema 2.17.4 que Fn([0, 1]) es localmente conexo. Por el
Lema 2.17.5, Fn(f) es un mapeo confluente. Aśı, si n ≥ 3, entonces por el Teorema 2.5.21,
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f es monótono, lo cual es falso. Por lo tanto, si n ≥ 3, Fn(f) no es débilmente monótono
y, por lo tanto, tampoco es cuasi monótono.

No encontré una respuesta a la siguiente pregunta para el caso n = 2. El lector puede
consultar [2, Caṕıtulo 9].

Pregunta 2.17.7. Si f : X −→ Y es cuasi monótono (respectivamente débilmente monótono),
¿F2(f) es cuasi monótono (débilmente monótono)?

2.18. Mapeos débilmente confluente y seudo confluente

En esta sección se estudian dos clases de funciones que debilitan el concepto de mapeo
confluente. Veamos las definiciones.

Definición 2.18.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es débilmente confluente
siempre que para cada subcontinuo B de Y , existe una componente C de f−1(B) tal que
f(C) = B.

Un ejemplo de un mapeo que es débilmente confluente es la función proyección del Ejem-
plo 2.7.2. Un ejemplo de un mapeo que no es débilmente confluente es la función f del
Ejemplo 2.6.4, ya que las componenetes de f−1(B), con B = {(x, y) ∈ S1 : x ≥ 0}, son
los subintervalos [0, 1/4] y [3/4, 1], pero ninguna de estas componentes son mapeadas por f
sobre B.

Definición 2.18.2. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es seudo confluente siempre
que para cada subcontinuo irreducible B de Y , existe una componente C de f−1(B) tal que
f(C) = B.

Notemos que todo mapeo confluente es débilmente confluente, y todo mapeo débilmente
confluente es seudo confluente. Para un ejemplo de esta clase de mapeos el lector puede ver
el último parrafo de esta sección.

En [5, Ejemplo 3.18] se prueba la existencia de un mapeo débilmente confluente f :
X −→ Y tal que F2(f) no es débilmente confluente. La prueba es muy técnica por lo que
damos la referencia al lector para consultar los detalles.

Mostremos que si la función inducida Fn(f) pertenece a la clase de funciones débilmente
confluentes, entonces f también pertenece a la misma clase de funciones. Veamos antes el
siguiente resultado.

Lema 2.18.3. Sea A un subcontinuo de Fn(X) tal que A∩Fm(X) 6= ∅, para algún m ≤ n,
entonces

⋃
A ∈ Cm(X), y cada componente de

⋃
A interseca cada elemento de A∩Fm(X).

Demostración. Por el Lema 2.5.3,
⋃
A ∈ Cm(X) y por el Lema 2.5.20, cada compo-

nente de
⋃
A interseca a cada elemento de A (y aśı, a cada elemento de A ∩ Fm(X)).

. �

Teorema 2.18.4. Si Fn(f) es débilmente confluente, con n ≥ 2, entonces f es débilmente
confluente.
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Demostración. Supongamos que Fn(f) es débilmente confluente. Sea B un subconti-
nuo de Y . Tenemos que F1(B) es un subcontinuo de Fn(Y ), por lo que existe una componente
B de Fn(f)−1(F1(B)) tal que Fn(f)(B) = F1(B).
Sea G =

⋃
{E : E ∈ B}. Es claro que G ⊂ f−1(B). Elijamos C una componente de G,

y sea D la componente de f−1(B) que contiene a C. Dado b ∈ B, existe E ∈ B tal que
Fn(f)(E) = {b}. Ya que B es cerrado y conexo, por el Lema 2.18.3, E interseca cada compo-
nente de G, por lo que existe z ∈ C ∩E. Aśı f(z) = y, y como z ∈ C ⊂ D, f(z) = y ∈ f(D).
Es decir, B ⊂ f(D), por lo que f(D) = B. Por lo tanto, f es débilmente confluente.

. �
El análogo al Teorema anterior también es cierto para la clase de funciones seudo con-

fluentes.

Teorema 2.18.5. Sea f : X −→ Y un mapeo y n ≥ 2. Si Fn(f) es seudo confluente enton-
ces f es seudo confluente.

Demostración. Sea B un subcontinuo irreducible de Y . Si B = Y , entonces f−1(B)
tiene una sola componente, a saber X, y f(X) = B. Por tanto, f es seudo confluente.
Supongmos que B 6= Y . Por el Lema 1.3.7, existen b1, . . . , bn−1 puntos distintos a pares en
Y \ B. Sean D = {b1, . . . , bn−1}, y K = {D ∪K : K ∈ F1(B)}. Puesto que D es constante
y F1(B) es homeomorfo a B, K es homeomorfo a B. Aśı, K es un subcontinuo irreducible
de Fn(Y ), y K ∩ F1(Y ) = ∅. Por hipótesis Fn(f) es seudo confluente, entonces existe C una
componenete de Fn(f)−1(K) tal que Fn(f)(C) = K.
Sea Bn := 〈f−1(b1), . . . , f−1(bn−1), f−1(B)〉n. Notemos que Fn(f)−1(K) = Bn. Sea

ϕ : Bn −→ f−1(b1)× · · · × f−1(bn−1)× f−1(B)

una función definida por A = {x1, . . . , xn−1, b} 7→ (x1, . . . , xn−1, b), para cada A ∈ Bn, con
xi ∈ f−1(bi), para cada i ∈ In−1. Notemos que ϕ es un homeomorfismo. Consideremos la
función proyección

πn : f−1(b1)× · · · × f−1(bn−1)× f−1(B) −→ f−1(B),

definida por A = (x1, . . . , xn−1, b) 7→ b, para cada A en f−1(b1)×· · ·× f−1(bn−1)× f−1(B).
Definamos C = πn(ϕ(C)). Como ϕ y πn son continuas, y C es conexo, C es un subconjunto
conexo de f−1(B). Afirmamos que f(C) = B. Claramente f(C) ⊂ B. Sea b ∈ B, existe
A ∈ C tal que f(A) = D ∪ {b} ∈ K. Aśı que, existe un único elemento xb en A tal que
f(xb) = b. Aśı, xb ∈ f−1(b). Además, πn(ϕ(A)) = xb, por lo que xb ∈ C, y f(xb) = b, es
decir, b ∈ f(C). Por tanto, f(C) = B. Sea C ′ la componente de f−1(B) que contiene a C.
Es claro que f(C ′) = B. Por lo tanto, f es seudo confluente.

. �
Existe un mapeo seudo confluente f : X −→ Y tal que F2(f) no es seudo confluente.

Una prueba a esta afirmación se encuentra en [2, Ejemplo 10.7], por lo que el rećıproco del
teorema anterior no es cierto.

2.19. Mapeos semi confluente y débilmente semi con-
fluente

Recordemos que los mapeos confluentes son aquellos que mapean cada componente de
la preimagen de cada subcontinuo, de manera sobreyectiva al subcontinuo. Si no se pue-
de garantizar mapear estas componenetes de manera sobreyectiva en el subcontinuo, nos
gustaŕıa tener una relación de orden respecto a la contención de conjuntos de las imagenes
de cada par de estas componentes. Esto es lo que estudia las clases de mapeos de esta sección.
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Definición 2.19.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es semi confluente siempre que
para cada subcontinuo B de Y , y para cada dos componentes C y D de f−1(B), tenemos
que f(C) ⊂ f(D), o f(D) ⊂ f(C).

El primere teorema importante de esta sección es el siguiente:

Teorema 2.19.2. Si para n ≥ 2, Fn(f) : Fn(X) −→ Fn(Y ) es semi confluente entonces f
es semi confluente.

Demostración. Sean n ∈ N, B un subcontinuo de Y , y C y D dos componentes
de f−1(B). Supongamos que Fn(f) es un mapeo semi confluente. Por el Corolario 1.2.20,
Fn(B) es un subcontinuo de Fn(Y ) y, por el Lema 2.5.5, Fn(C) y Fn(D) son componen-
tes de Fn(f)−1(Fn(B)). De aqúı que, Fn(f)(Fn(C)) ⊂ Fn(f)(Fn(D)) o Fn(f)(Fn(D)) ⊂
Fn(f)(Fn(C)). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Fn(f)(Fn(C)) ⊂ Fn(f)(Fn(D)).
Afirmamos que f(C) ⊂ f(D). En efecto, sea y ∈ f(C), entonces y = f(c) para algún c ∈ C.
Aśı, {c} ∈ Fn(C), por lo que Fn(f)({c}) = {f(c)} = {y} ∈ Fn(f)(Fn(D)). Aśı, existe
A ∈ Fn(D) tal que Fn(f)(A) = f(A) = {y}, y existe a ∈ A ⊂ D tal que f(a) = y, es decir,
y ∈ f(D), por lo que f(C) ⊂ f(D). Por lo tanto, f es semi confluente.

. �
En [5, Ejemplo 3.18] se prueba la existencia de un mapeo semi confluente f : X −→ Y

tal que F2(f) no es semi confluente, por lo que el rećıproco al teorema anterior no es cierto.

Una manera de debilitar la clase de mapeos semi confluentes es pedir que los subconti-
nuos de la imagen sean gordos, es decir, que sean de interior no vaćıo. Esto es lo que define
la siguiente clase de mapeos.

Definición 2.19.3. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es débilmente semi confluente
siempre que para cada subcontinuo B de Y con interior no vaćıo, y para cada dos compo-
nentes C1, C2 de f−1(B), tenemos que f(C1) ⊂ f(C2) o f(C2) ⊂ f(C1).

El siguiente resultado garantiza que si Fn(f) pertenece a la clase de mapeos débilmente
semi confluentes, entonces f también pertenece a esta clase de mapeos.

Teorema 2.19.4. Sea f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo débilmente
semi confluente, entonces f también lo es.

Demostración. Sean B un subcontinuo de Y con interior no vaćıo, y C1 y C2 dos
componente de f−1(B). Por el Lema 2.16.5, 〈B〉n es un subcontinuo de Fn(Y ) con interior
no vaćıo y, por el Lema 2.5.5, 〈C1〉n y 〈C2〉n son componentes de Fn(f)−1(〈B〉n). Ya que
Fn(f) es un mapeo débilmente semi confluente, tenemos que Fn(f)(〈C1〉n) ⊂ Fn(f)(〈C2〉n)
o Fn(f)(〈C2〉n) ⊂ Fn(f)(〈C1〉n).
Sin perdida de generalidad supongamos que Fn(f)(〈C1〉n) ⊂ Fn(f)(〈C2〉n). Afirmamos que
f(C1) ⊂ f(C2). En efecto, sea x ∈ f(C1). Se sigue que existe c ∈ C1 tal que f(c) = x, por lo
que {c} ∈ 〈C1〉n. Aśı, Fn(f)({c}) ∈ Fn(f)(〈C2〉n), entonces f({c}) = {x} ∈ Fn(f)(〈C2〉n).
Se sigue que existe A ∈ 〈C2〉n tal que Fn(f)(A) = {x}. Sea a ∈ A, entonces a ∈ C2 y
f(a) = x, es decir, x ∈ f(C2). Por lo tanto, f(C1) ⊂ f(C2). Esto prueba que f es un mapeo
débilmente semi confluente.

. �
El converso al teorema anterior no se cumple. El lector puede consultar [1, Ejemplo 3.15]

para encontrar un ejemplo de un mapeo débilmente semi confluente f : X −→ Y , tal que
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F2(f) no es débilmente semi confluente. El ejemplo es muy técnico y algo extenso, motivo
por lo cual la prueba no se ha incluido aqúı.

2.20. Mapeos localmente confluente y localmente débil-
mente confluente

Definición 2.20.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es localmente confluente (local-
mente débilmente confluente) si para cada y ∈ Y , existe una vecindad cerrada de y, V ,
tal que la función restricción f |f−1(V ) : f−1(V ) −→ V es un mapeo confluente (débilmente
confluente).

Ya que un mapeo confluente es claramente un mapeo débilmente confluente, se tiene que
los mapeos localmente confluentes son localmente débilmente confluentes. Para ejemplos de
estas clases de funciones el lector puede ver el último parrafo de esta sección.

La siguiente proposición nos da una caracterización de los mapeos localmente confluentes
y localmente débilmente confluentes, respectivamente.

Proposición 2.20.2. Un mapeo f : X −→ Y es localmente confluente (localmente débil-
mente confluente respectivamente) si y sólo si existe un número ε > 0 tal que para cada
subcontinuo B de Y con diámY (B) < ε, cada componente de f−1(B) es mapeada por f
sobre B (existe una componente C de f−1(B) tal que f(C) = B).

Una demostración a las afirmaciones de la proposición anterior se pueden encontrar en
[12, Teorema 4.38] y [12, Teorema 4.37] para la caracterización de los mapeos localmente
confluentes y localmente débilmente confluentes, respectivamente.

El siguiente resultado nos será de utilidad para probar el Teorema 2.20.4.

Lema 2.20.3. Si B es un subconjunto de un espacio métrico (Y, d), y ε es un número mayor
que cero tal que diámY (B) < ε, entonces diámFn(Y )(Fn(B)) < ε.

Demostración. Veamos primero que Hd(E,F ) < ε, para cada E,F ∈ Fn(B). En efec-
to, sean E,F ∈ Fn(B), ya que E,F ⊂ B, tenemos que d(e, f) ≤ diámY (B) < ε, para cada
e ∈ E y f ∈ F . Aśı, E ⊂ N(F, ε) y F ⊂ N(E, ε). Por el Lema 1.2.11, Hd(E,F ) < ε.
Se sigue que el diámFn(Y )(Fn(B)) ≤ ε. Supongamos que diámFn(Y )(Fn(B)) = ε, entonces
para todo δ > 0 existe A ∈ {Hd(E,F ) : E,F ∈ Fn(B)} tal que ε − δ < A ≤ ε. Ya que
A = Hd(E,F ), para algunos E,F ∈ Fn(B), se sigue de la primera parte que A < ε, es decir,
0 < ε−A. De aqúı que ε− (ε−A) < A, lo cual es falso. Por lo tanto, diámFn(Y )(Fn(B)) < ε.

. �
Veamos el primer Teorema importante de esta sección.

Teorema 2.20.4. Sean f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo localmente
confluente, entonces f también lo es.

Demostración. Ya que Fn(f) es localmente confluente, se sigue de la Proposición 2.20.2
que existe un número ε > 0 tal que para cada subcontinuo B de Fn(Y ) con diámFn(Y )(B) < ε,
y para cada componente C de Fn(f)−1(B) se tiene que Fn(f)(C) = B.
Sean B un subcontinuo de Y con diámY (B) < ε, y C una componente de f−1(B). En base
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a la Proposición 2.20.2 queremos mostrar que f(C) = B. Para este fin, por el Corolario
1.2.20, Fn(B) es un subcontinuo de Fn(Y ) y, por el Lema 2.20.3, diámFn(Y )(Fn(B)) < ε.
Además, por el Lema 2.5.5, Fn(C) es una componente de Fn(f)−1(Fn(B)). Se sigue del
primer párrafo que Fn(f)(Fn(C)) = Fn(B).
Veamos ahora que f(C) = B. En efecto, sea b ∈ B. Como {b} ∈ Fn(B), existe A ∈ Fn(C)
tal que f(A) = {b}. Sea a ∈ A ⊂ C, entonces f(a) = b, es decir, b ∈ f(C). La contención
f(C) ⊂ B es inmediata. Se sigue de la Proposición 2.20.2 que f es un mapeo localmente
confluente.

. �
El siguiente lema nos ayudará a probar el Teorema 2.20.6.

Lema 2.20.5. Sean f : X −→ Y un mapeo, B un subconjunto finito y no vaćıo de 2Y ,
n ≥ 2, y C un subconjunto de Fn(f)−1(〈B〉n). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) si B es una colección disjunta a pares y |B| ≤ n, entonces C es una componente de
Fn(f)−1(〈B〉n).
(2) Existe un subconjunto finito y no vaćıo de 2X , A, tal que
(i) |A| ≤ n,
(ii) A ⊂

⋃
{C : C es una componente de f−1(B), para cadaB ∈ B},

(iii) A ∩ C 6= ∅ para cada C componente de f−1(B), para cada B ∈ B,
(iv) C = 〈A〉n.
Además, si |B| = n, entonces |A| = n.

Una demostración al lema anterior se encuentra en [1, Proposición 2.2]. El segundo teo-
rema importante de esta sección es el siguiente.

Teorema 2.20.6. Sean f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo localmente
débilmente confluente, entonces f también lo es.

Demostración. En base a la Proposioción 2.20.2, mostraremos que si B es un sub-
continuo de Y tal que diámY (B) < ε, entonces f(C) = B para alguna componente C de
f−1(B). Para esto, como Fn(f) es un mapeo localmente débilmente confluente, se sigue de la
Proposición 2.20.2 que existe un número ε > 0 tal que si B es un subcontinuo de Fn(Y ) con
diámFn(Y )(B) < ε, entonces existe C una componente de Fn(f)−1(B) tal que Fn(f)(C) = B.
Sean B un subcontinuo de Y tal que diámY (B) < ε, y E ∈ Fn−1(Y \ B) \ Fn−2(Y \ B),
digamos E = {e1, . . . , en−1}. Sea B = 〈{B} ∪ F1(E)〉n. Notemos que B = {{b} ∪E : b ∈ B},
y aśı B es una familia de subconjuntos de n elementos de Y que es homeomorfa a B. Por lo
tanto, B es un subcontinuo de Fn(Y ). Por el Lema 2.20.3, tenemos que diámFn(Y )(B) < ε.
Por el primer párrafo, existe una componente C de Fn(f)−1(B) tal que Fn(f)(C) = B. Sean

CB = {C ⊂ X : C es una componente de f−1(B)},

y para cada i ∈ In−1, sean

Ci = {C ⊂ X : C es una componente de f−1(ei)}.

Notemos que las condiciones de (1) del Lema 2.20.5 se cumplen, por lo tanto, del mismo
lema, (2) nos garantiza que:
(i) Existe una familia A de subconjuntos de 2X , con |A| = n, digamos A = {A1, . . . , An},
(ii) A ⊂ CB ∪

⋃
{Ci : i ∈ In−1},

(iii) |A ∩ CB | = 1, y |A ∩ Ci| = 1 para cada i ∈ In−1,
(iv) C = 〈A1, . . . , An〉n.
Ya que Fn(f)(C) = B, y de (iv), tenemos que Fn(f)(〈A1, . . . , An〉n) = B. Sea C ∈ A ∩ CB .
Afirmamos que f(C) = B. La contención f(C) ⊂ B es clara. Para la otra contención,
sea b ∈ B. Tenemos que {b} ∪ E ∈ B, por lo que existe D ∈ 〈A1, . . . , An〉n tal que
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Fn(f)(D) = {b} ∪ E. Aśı, existen d ∈ D tal que f(d) = b, y Ai ∈ A (para algún i ∈ In) tal
que d ∈ Ai. Puesto que A ∩ CB = C, se sigue que Ai = C. Hemos probado que d ∈ C y,
como f(d) = b, tenemos que B ⊂ f(C). Aśı, f(C) = B. Esto concluye la demostración.

. �
Los conversos respectivos de los teoremas 2.20.4 y 2.20.6 no se cumplen. El lector puede

consultar [1, Ejemplo 3.15] para encontrar un ejemplo de un mapeo localmente confluente
(y aśı localmente débilmente confluente) f : X −→ Y tal que F2(f) no es localmente débil-
mente confluente (y entonces tampoco es localmente confluente). El ejemplo es muy técnico
y algo extenso por lo que se deja la referencia al lector para consultar los detalles.

2.21. Mapeos refinable y monótonamente refinable

En esta sección se estudia un par de clases de funciones que están relacionadas de manera
directa con las distancias de cada continuo. Demos antes la siguiente definición.

Definición 2.21.1. Dados ε > 0, y f : X −→ Y un mapeo, decimos que f es un ε-mapeo
si diám(f−1(y)) < ε, para todo y ∈ Y .

De manera intuitiva, los ε−mapeos miden que tan cerca está la función de ser inyectiva.
El siguiente resultado es de utilidad para estudiar a los mapeos de esta sección.

Lema 2.21.2. Si n ≥ 2 y ε > 0 entonces f : X −→ Y es un ε−mapeo si y sólo si Fn(f) es
un ε−mapeo.

Demostración. Supongamos que f es un ε−mapeo. Sean B ∈ Fn(f)(Y ), y A1, A2 ∈
Fn(f)−1(B). Como Fn(f)(A1) = Fn(f)(A2), para cada a1 ∈ A1, existe a2 ∈ A2 tal que
f(a1) = f(a2). Como f es ε−mapeo, diám(f−1(f(a1)) < ε. Por tanto d(a1, a2) < ε, es
decir, A1 ⊂ N(A2, ε). De manera similar A2 ⊂ N(A1, ε). Se sigue del Lema 1.2.11, que
Hd(A1, A2) < ε. Por lo tanto, Fn(f) es un ε−mapeo.
Supongamos que Fn(f) es un ε−mapeo. Sean y ∈ Y , y x1, x2 ∈ f−1(y). Notemos que
{x1}, {x2} ∈ Fn(f)−1({y}). Como Fn(f) es un ε−mapeo, d(x1, x2) = Hd({x1}, {x2}) < ε.
Por lo tanto, f es un ε−mapeo.

. �
Notemos que para la clase de funciones que son ε−mapeos, el lema anterior es un análogo

al estudio que tenemos en cada sección de este caṕıtulo. Veamos las definiciones de las clases
de mapeos de esta sección.

Definición 2.21.3. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es refinable (monótonamente
refinable) si para todo ε > 0, existe un ε−mapeo (ε−mapeo monótono) g : X −→ Y , tal
que d′(f(x), g(x)) < ε, para todo x ∈ X.

Un ejemplo de mapeos refinables se encuentra en [7, Caṕıtulo 3]. El siguiente resultado
nos servirá para probar el teorema más importante de esta sección.

Lema 2.21.4. Si n ≥ 2, ε > 0, y f, g : X −→ Y son dos mapeos, entonces para cada x ∈ X
d′(f(x), g(x)) < ε si y sólo si para cada A ∈ Fn(X), Hd′(Fn(f)(A), Fn(g)(A)) < ε.
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Demostración. Supongamos que para cada x ∈ X, d′(f(x), g(x)) < ε. Sea A ∈ Fn(X).
Para cada a ∈ A, d′(f(a), g(a)) < ε, entonces Fn(f)(A) ⊂ N(Fn(g)(A), ε), y Fn(g)(A) ⊂
N(Fn(f)(g), ε). Por el Lema 1.2.11, Hd′(Fn(f)(A), Fn(g)(A)) < ε.
Para la otra implicación, supongamos que para cada A ∈ Fn(X), Hd′(Fn(f)(A), Fn(g)(A)) <
ε. Sea x ∈ X, entonces Hd′(Fn(f)({x}), Fn(g)({x})) < ε.
Ya que Hd′(Fn(f)({x}), Fn(g)({x})) = d′(f(x), g(x)), se tiene que d′(f(x), g(x)) < ε.

. �

Teorema 2.21.5. Si f : X −→ Y es un mapeo refinable (respectivamente, monótonamente
refinable), entonces Fn(f) es un mapeo refinable (monótonamente refinable) para cada n ≥ 2.

Demostración. Como f : X −→ Y es un mapeo refinable, existe g : X −→ Y un
ε−mapeo (ε−mapeo monótono) tal que, para cada x ∈ X, d′(f(x), g(x)) < ε. Por el Le-
ma 2.21.4 (por Lema 2.21.4 y Teorema 2.4.6), Fn(g) es un ε−mapeo (ε−mapeo monónoto).
Además, por el Lema 2.21.2, Hd′(Fn(f)(A), Fn(g)(A)) < ε, para cada A ∈ Fn(X). Por lo
tanto, Fn(f) es refinable (monótonamente refinable).

. �
Las siguientes preguntas siguen abiertas (el lector puede consultar [3, (i), Pregunta 8.6])

Pregunta 2.21.6. Sea n ≥ 2. ¿Si Fn(f) es refinable, entonces f es refinable?

Pregunta 2.21.7. Sea n ≥ 2. ¿Si Fn(f) es monótonamente refinable, entonces f es monóto-
namente refinable?

2.22. Mapeos libremente descomponible y fuertemente
libremente descomponible

Definición 2.22.1. Decimos que un mapeo f : X −→ Y es:
(i) libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios de Y tales que
Y = A∪B, entonces existen dos subcontinuos propios A′ y B′ de X, tales que X = A′ ∪B′,
f(A′) ⊂ A, y f(B′) ⊂ B.
(ii) fuertemente libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios
de Y tales que Y = A ∪B, tenemos que f−1(A) y f−1(B) son conexos.

Es claro de las definiciones anteriores que todo mapeo monótono es fuertemente libremen-
te descomponible, y que todo mapeo fuertemente libremente descomponible es libremente
descomponible. Algunos autores prefieren llamar mapeo débilmente monótono a la clase de
mapeo fuertemente libremente descomponible. Nosotros adoptaremos el nombre que se da
en esta sección pues ya hemos usado el nombre de mapeo débilmente monótono en secciones
anteriores.

El Ejemplo 2.22.7 muestra ejemplos de mapeos que pertenecen (y que no pertenecen) a
las clases de mapeos de la definición anterior. Además, el Ejemplo 2.5.2 muestra un mapeo
que es libremente descomponible pero que no es fuertemente libremente descomponible (el
subcontinuo B y su complemento son los que funcionan).

El siguiente lema da una condición suficiente para que un mapeo libremente descompo-
nible sea un mapeo monótono.
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Lema 2.22.2. Si Y es un continuo localmente conexo, y ∈ Y es un punto tal que Y \ {y}
es conexo, y f : X −→ Y es un mapeo libremente descomponible, entonces f es un mapeo
monótono.

Demostración. Por el Lema 1.3.24, existe un subconjunto lo suficientemente pequeño
A1 de Y tal que es abierto, conexo, y ∈ A1 y Y \ A1 es conexo. Sea B1 = Y \ A1. Es
claro que A1 y B1 son subcontinuos propios de Y = A1 ∪ B1. Un razonamiento inductivo,
muestra que existe una sucesión (An, Bn)∞n=1 de parejas de subconjuntos de Y tales que,
para cada n ∈ N, se tiene que y ∈ An+1 ⊂ An, Bn = Y \An, Y = An ∪Bn, y An y Bn son
subcontinuos propios de Y . Como f es libremente descomponible, para cada n ∈ N, existen
A′n y B′n subcontinuos propios de X, tales que X = A′n ∪ B′n, f(A′n) ⊂ An, y f(B′n) ⊂ Bn.
Notemos que A′1 ⊇ A′2 ⊇ · · · . Por lo tanto, f−1(y) = ∩{A′n}. Además, ∩{A′n} es conexo al
ser (A′n)nn=1 una sucesión anidada de conexos no vaćıos. Por lo tanto, f−1(y) es conexo, es
decir, f es monótono.

. �
El siguiente resultado da equivalencias importantes cuando Y es un continuo de Peano.

Proposición 2.22.3. Sean Y un continuo de Peano, f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Fn(f) es libremente descomponible,
(2) Fn(f) es monótono,
(3) f es monótono.

Demostración. Por el Teorema 2.4.6, (2) y (3) son equivalentes. La parte (2) implica
(1) es inmediato. Probemos que (1) implica (2). Supongamos que Fn(f) es libremente des-
componible. Como Y es localmente conexo, por el Lema 2.17.4, Fn(Y ) es localmente conexo.
Además, por el Corolario 1.2.39, Para cada B ∈ Fn(Y ), Fn(Y ) \ B es conexo. Por el Lema
2.22.2, Fn(f) es monótono.

. �
Un resultado inmediato de la proposición anterior es que si Y es un continuo de Peano,

entonces la clase de mapeos fuertemente libremente descomponible es equivalente a la clase
de mapeos libremente descomponibles.

Corolario 2.22.4. Sean Y un continuo de Peano, f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2, entonces
Fn(f) es fuertemente libremente descomponible si y sólo si Fn(f) es libremente descompo-
nible.

Demostración. Supongamos que Fn(f) es libremente descomponible. Por la Propo-
sición 2.22.3, Fn(f) es monótono. Como todo mapeo monótono es fuertemente libremente
descomponible, Fn(f) es fuertemente libremente descomponible. La otra implicación es in-
mediata de las definiciones.

. �
El siguiente teorema se prueba en [8, Teorema 4.1], y es el resultado más reciente en esta

tesis.

Teorema 2.22.5. Sea f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo libremente
descomponible entonces f es un mapeo libremente descomponible.
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Demostración. Supongamos que Fn(f) es libremente descomponible. Sean A y B
subcontinuos propios de Y tales que Y = A ∪B. Afirmamos que

Fn(f)(Y ) = 〈A〉n ∪ 〈B, Y 〉n.

En efecto, sea K ∈ Fn(Y ), entonces K ⊂ Y = A ∪ B. Si K ⊂ A, entonces K ∈ 〈A〉n.
Si no, entonces existe b ∈ K tal que b ∈ Y \ A ⊂ B, por lo que K ∈ 〈B, Y 〉n. Aśı,
Fn(Y ) ⊂ 〈A〉n ∪ 〈B, Y 〉n. Por lo tanto, Fn(f)(Y ) = 〈A〉n ∪ 〈B, Y 〉n. De manera similar se
tiene que

Fn(f)(Y ) = 〈B〉n ∪ 〈A, Y 〉n.

Observemos que 〈A〉n, 〈B, Y 〉n, 〈B〉n y 〈A, Y 〉n son subcontinuos propios de Fn(Y ). Ya que
Fn(f) es libremente descomponible, entonces existen subcontinuos propios de Fn(X), A0,
B0, A1 y B1, tales que

A0 ∪ B0 = Fn(X) = A1 ∪ B1,

Fn(f)(A0) ⊂ 〈A〉n, Fn(f)(B0) ⊂ 〈B, Y 〉n,

Fn(f)(B1) ⊂ 〈B〉n y Fn(f)(A1) ⊂ 〈A, Y 〉n.

Sean M =
⋃
A0, y N =

⋃
B1. Como B es subcontinuo propio de Y , Y \ B 6= ∅. Sean y0 ∈

Y \B, y x0 ∈ X tal que f(x0) = y0. Se tiene que {x0} ∈ A0. Aśı, A0∩C(X) 6= ∅. Por el Lema
2.5.4, M es un subcontinuo de X. De manera similar se prueba que N es un subcontinuo
de X. Si x ∈ M , entonces existe Ax ∈ A0 tal que x ∈ Ax. Aśı, Fn(f)(Ax) ∈ 〈A〉n, por lo
que f(x) ∈ A. Hemos probado que f(M) ⊂ A. De manera similar se prueba que f(N) ⊂ B.
Veamos que M es un subconjunto propio de X. En efecto, ya que f(M) ⊂ A  Y , existe
y ∈ Y \f(M). De aqúı que, f−1(y)∩M = ∅. Como f es sobreyectiva, f−1(y) 6= ∅, por lo que
M  X. Similarmente, N es propio en X. Si suponemos que X = M ∪N , hemos terminado,
es decir, f es libremente descomponible.
Supongamos que X 6= M ∪N . Se sigue que X \ (M ∪N) 6= ∅ y, por (i) del Corolario 1.3.9,
si C es una componente de X \ (M ∪N), entonces clX(C) ∩ (M ∪N) 6= ∅. Sean

C = {C ⊂ X : C es una componente deX \ (M ∪N) y clX(C) ∩M 6= ∅},

D = {C ⊂ X : C es una componente deX \ (M ∪N) y clX(C) ∩N 6= ∅},

A′ =
⋃
{clX(C) : C ∈ C} ∪M , y B′ =

⋃
{clX(C) : C ∈ D} ∪ N . Es claro que clX(A′)

y clX(B′) son subcontinuos de X. Mostremos que son propios. Para esto, como A  Y y
f es sobre, entonces X \ f−1(A) 6= ∅. Sea x ∈ X \ f−1(A), entonces {x} /∈ A0 ∪ A1, y
{x} ∈ B0 ∩B1. Aśı, x ∈ N y x /∈M . Se sigue que X \ f−1(A) ⊂ N y (X \ f−1(A))∩M = ∅.
Notemos que entonces (X \ f−1(A)) ∩ A′ = ∅. Como f−1(A) es cerrado en X, entonces
X \ f−1(A) es abierto en X. Aśı, si suponemos que (X \ f−1(A))∩clX(A′) 6= ∅, tendŕıamos
que (X \ f−1(A))∩A′ 6= ∅, lo cual es falso. Se sigue que, (X \ f−1(A))∩clX(A′) = ∅. Por lo
tanto, clX(A′) es propio. De manera similar, clX(B′) es propio.
Ya que, para cada componente C de X \ (M ∪N), el conjunto clX(C) interseca a M o a N ,
entonces X =clX(A′)∪clX(B′).
Mostremos que f(clX(A′)) ⊂ A. En efecto, ya sabemos que f(M) ⊂ A. Sea x ∈ A′ \M . Se
sigue que existe una sucesión (xn)∞n=1 de puntos de X \ (M ∪N) que converge a x. Afirma-
mos que f(X \M ∪N) ⊂ A ∩ B. En efecto, si x ∈ X \M , {x} /∈ A0. Aśı que, {x} ∈ B0 y,
{f(x)} ∈ 〈B, Y 〉n, por lo que f(x) ∈ B. De manera similar, si x ∈ X \N , entonces f(x) ∈ A.
Por lo tanto, f(X \M ∪ N) ⊂ A ∩ B. De aqúı que, f(xn) ∈ A, para cada n ∈ N. Aśı,
f(x) ∈ A. Hemos probado que f(A′) ⊂ A, entonces clY (f(A′)) ⊂ cl(Y (A)) = A. Como f
es continua, se sigue que f(clX(A′)) ⊂clY (f(A′)). Por lo tanto, f(clX(A′)) ⊂ A. De manera
similar se obtiene que f(clX(B′)) ⊂ B. Hemos probado que f es libremente descomponible.

. �
El análogo al teorema anterior en la clase de mapeos fuertemente libremente descompo-

nibles también se cumple.
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Teorema 2.22.6. Sea f : X −→ Y un mapeo, y n ≥ 2. Si Fn(f) es un mapeo fuertemen-
te libremente descomponible, entonces f es un mapeo fuertemente libremente descomponible.

Demostración. Supongamos que Fn(f) es un mapeo fuertemente libremente descom-
ponible. Sean B1 y B2 subcontinuos propios de Y tales que Y = B1 ∪ B2. Tenemos que
〈Y,B1〉n y 〈B2〉n son subcontinuos de Fn(Y ) (la conexidad se sigue del Lema 2.4.4, y la
compacidad de que B1 y B2 son cerrados en Y ). Como B1 y B2 son propios, entonces
〈Y,B1〉n y 〈B2〉n son subcontinuos propios de Fn(Y ). Además, como Y = B1 ∪B2, se tiene
que Fn(Y ) = 〈Y,B1〉n ∪ 〈B2〉n. Como Fn(f) es fuertemente libremente descomponible, en-
tonces Fn(f)−1(〈B2〉n) es conexo.
Sea K una componente de f−1(B2). Por el Lema 2.5.5, Fn(K) es una componente de
Fn(f)−1(〈B2〉n). Aśı que, Fn(K) = Fn(f)−1(〈B2〉n). Afirmamos que K = f−1(B2). Cla-
ramente K ⊂ f−1(B2). Sea x ∈ f−1(B2), entonces existe b ∈ B2 tal que f(x) = b. Como
{b} ∈ 〈B2〉n, entonces {x} ∈ Fn(f)−1(〈B2〉n) = Fn(K). Aśı, x ∈ K, por lo que f−1(B2) ⊂ K.
Por lo tanto, K = f−1(B2). Hemos probado que f−1(B2) es conexo. De manera similar se
prueba que f−1(B1) es conexo. Por lo tanto, f es fuertemente libremente descomponible.

. �
Existen un continuo de Peano Y y un mapeo fuertemente libremente descomponible

f : X −→ Y (y aśı libremente descomponible), tal que Fn(f) no es libremente descompo-
nible (y entonces no es fuertemente libremente descomponible), para cada n ≥ 2, como se
muestra a continuación.

Ejemplo 2.22.7. Sea f : S1 −→ [−1, 1] la función definida por, f((x, y)) = x, para cada
(x, y) ∈ S1. Veamos la siguiente imagen.

Claramente f no es un mapeo monótono, pero śı es un mapeo fuertemente libremente
descomponible y libremente descomponible. Por la Proposición 2.22.3, para n ≥ 2, Fn(f)
no es libremente descomponible y, por consecuencia, tampoco es fuertemente libremente des-
componible.



Conclusiones

Como vimos a lo largo de la tesis, el estudio de hiperespacio de continuos en las funciones
inducidas es una aŕea de las matemáticas muy ineresante, ya que aunque en su mayoŕıa son
definiciones fáciles de entender, cuando se intenta resolver los cuestionamientos de ver si se
preserva o no las clases de funciones al pasar a las funciones inducidas o de las funciones
inducidas a la función original, puede ser una tarea nada fácil. En general, considero que los
continuos e hiperespacios tienen el beneficio de presentarce interesantes como un campo de
estudio para los matemáticos, pero como en todas las áreas de las matemáticas, queda de
manifiesto el rigor, la creatividad y la complejidad en muchas de sus demostraciones.
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